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非奇H矩阵的判定和迭代法的收敛性分析

摘要

非奇H矩阵是一类很重要的特殊矩阵，在矩阵理论和实际应用中具有重要意

义。它在计算数学、数学物理、控制系统的稳定性等领域中有着广泛的应用。本

文研究了非奇H矩阵的判定问题，改进了近期的一些结果，并给出了一个新判据。

同时研究了AOR和GAOR迭代法的收敛性问题和迭代矩阵特征值模的上界问题。

本文共分为四个部分：

第一部分为绪论和预备知识，主要介绍了论文的研究背景、本文的主要工作以及

相关的基础知识。

第二部分主要研究了非奇H矩阵的判定问题。在3．1节中，我们改进了文献『81中

的结果，并通过引进一类新的矩阵，得到了一个新的充分条件。在3．2节中，我

们基于和口对角占优矩阵给出了非奇H矩阵的新判据，所得的结果包含了文献『91

中结果。

第三部分主要研究了AOR和GAOR迭代法的收敛性问题。4．1节我们以系数矩阵

是双口对角占优矩阵为基础，研究了AOR迭代法的收敛性问题。我们首先给出

了迭代阵谱半径的新上界，然后根据所求的上界来分析了AOR迭代法的收敛性。

4．2节我们研究了系数矩阵是和口对角占优矩阵的GAOR迭代法的收敛性问题。

第四部分主要研究了基于双口对角占优矩阵的迭代法的迭代矩阵特征值模的上

界。

关键词：和口对角占优矩阵双口对角占优矩阵AoR迭代法GAOR迭代法收

敛性特征值模



THE CRITERION OF NONSINGULA R

H．M嗡TRIXAND THE CONVERGENCE

ANAI YSIS OF ITeRAnON METHOD

ABSTRACT

Nonsingular H．matrix is all important special class of matrices，which plays all

important role in matrix theories and applications，such as computational mathematics，

mathematical physics，convergence of iteration method，stability of control systems

and SO on．In this paper,we study the criterion of H-matrix，convergence of AOR and

GAOR iteration methods and the upper bound for module of eigenvalue of iterafion

matrix．This paper mainly includes four parts：

Part one is mainly about the background of this paper,the works we have done

and the introduction of H．matrix and iteration method．

Part two iS about the criterions of nonsingular H-matrix．In 3．1，we improve the

results in paper[8】and obtain a new criterion．In 3．2，we obtain new criterions of

nonsingular H．matrix which includes the results of paper[9】according to sum

口diagonally dominant matrix·

Part three is mainly about the convergence of iWrafion method．In 4．1，we study

the convergence of AOR iteration method whose coefficient matrix is a double a

diagonally dominant matrix．Firstly,we obtain newbound of the iteration matrix，then

we analyze the convergence of AOR method．In 4．2，we analyze the convergence of

GAOR iteration method whose coefficient matrix is a sum o!_diagonally dominant

matrix．

Part four is mainly about the upper bounds for the module of eigenvalue of

iteration matrix based on double口diagonally dominant matrix．

KEY WORDS：sum口diagonally dominant matrix double口diagonally dominant

matrix AOR method GAOR method convergence module of eigenvalue
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1。1 选题背景

1绪论

源自研究线性方程组的系数问题，数学家们首先发展了“行列式"而不是“矩

阵"。“矩阵”作为专业的数学术语，于1848年Sylvester首次引入使用。矩阵代数起

源于1855年A．Cayley关于线性变换的工作，矩阵代数和行列式也因此而建立起了

联系来。1888年Peano引入了向量空间的现代定义后，人们更多关注与向量的研究。

矩阵也被视为一种非常有用的记号，开头热衷的一阵之后便很少对矩阵进行研究了

『111。矩阵理论和方法发展的黄金时期是：20世纪40年代以后，高速计算机的问世

和科学计算方法的不断涌现。由于利用矩阵理论与方法来处理错综复杂的问题时，

具有描述问题表达简洁，对问题的实质刻画深刻等优点，因此引起了许多数学学者、

工程技术人员和科技人员广泛参与的兴趣。众多数学学者参与为矩阵理论的发展提

供了有力的智力支持，而工程技术人员和科技人员的加入又为矩阵理论和方法的应

用开辟了广阔的前景『21。

特殊矩阵是具有特殊性质或特殊结构的一类矩阵，在许多实际问题中具有广泛的

应用。如在均衡论、投入产出分析的研究中产生的M矩阵；在控制论及神经网络系

统的稳定性、线性时滞系统的稳定性研究中需要H矩阵及正稳定阵的理论；在求解

大型线性方程组中单调矩阵有着广泛的应用等等f2 l。

H矩阵是近年来计算数学研究的较为热门的一种特殊矩阵，目前对它的研究主

要集中在两个方面：一是研究它本身的数学性质；二是研究与它有关的迭代矩阵的

谱半径的估计、收敛性分析以及计算机算法。自A．M．Ostrowski首先提出了H矩阵

的定义并研究了它的一些简单性质以来，有众多学者在此基础上又给出了许多优美

的性质，如H矩阵的一个更为直观的定义是其比较矩阵为M矩阵，这个性质表明了

对H矩阵研究有助于揭示M矩阵的性质。通过研究矩阵元素之间的关系来研究H

矩阵是研究其性质的一种重要的方法，因此学者们定义了对角占优矩阵、广义对角

占优矩阵等。在研究它们的性质时，证明广义对角占优矩阵与非奇H矩阵是一个等

价的概念。这样从不同的角度不同的问题背景下提出的两种概念在纯数学上是等价

的，这为矩阵理论的研究与发展奠定了宽厚的基础f21。随着研究的不断深入人们又
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定义了和倪对角占优矩阵、非零元素链对角占优矩阵、链口对角占优矩阵、双对角

占优矩阵、双口对角占优矩阵等概念，这些概念为我们研究非奇H矩阵的判定和迭

代法的收敛性分析提供了理论基础。

为求得一个给定线性方程组的解，我们经常选用合适的迭代方法求其近似解。

对于系数矩阵为严格对角占优矩阵，当方程组的阶数较底时，人们常常选用Jacobi

迭代法和Gauss．Seidel迭代法；而当方程组的阶数较高时，这两种方法的收敛速度

较慢。因此许多学者便提出了收敛速度更快的JOR、SOR、MSOR、AOR SAOR、

GAOR、SSOR、TOR等方法。这些方法或含有一个参数或含多个参数，而参数的选

择范围对最优参数的选取具有重要的意义121。前人对AOR和GAOR迭代法作了些

研究，但是，其研究方法或局限于严格对角占优的条件，或局限于双严格对角占优

矩阵条件。因此在使用中有一定的局限性，所以本文试图从涵盖范围更广的矩阵⋯．

和口对角占优矩阵、双口对角占优矩阵等条件下来研究它们的参数收敛范围或特征

值模的上界，得到了比较好的结果。

1。2本文的主要工作

本文首先给出了非奇H矩阵的两个新判据，随后研究了基于严格双口对角占优

矩阵的AOR迭代法的收敛性问题、基于严格和口对角占优矩阵的GAOR迭代法的

收敛性问题，最后给出了基于严格双口对角占优矩阵的迭代法的迭代矩阵特征值模

的上界。
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2．1 H矩阵概述

2预备知识

定义2．1．1[1】设彳=(锡)∈M。(c)，如果

a订芑O,Vi，jE<靠>， (2．1．1)

即矩阵彳的所有元素非负，则称彳为非负矩阵，记为A≥o。如果Vf，j『∈<厅>，(2．1．1)

式中不等式都严格成立，即A的所有元素都是正的，则称A为正矩阵，记为A>0。

设4=(％)∈％(c)，B=(％)∈M。(c)，如果成立A一曰≥o，则记为彳≥B。如
果成立A一丑>0，则记为A>B。

定义2．1．2【3】设么=(ay)E M。(c)，若彳可表示为A=sl—B，其中s>o，B≥o，

则当s>p(B)时，称彳为非奇M矩阵。

定义2．1．3【3】设么=(嘞)∈M。(c)，若彳满足：

a{『s
0， Vi，j『∈<n>，i≠j『，

则称A为Z矩阵；若A∈Z且满足：

a／／>0，i∈<n>，

则称A为L矩阵。

定理2．1．1【3】设么=(％)∈M。(c)，则矩阵彳是M矩阵的充分条件是：矩阵彳为

L矩阵，且A4之0。

定义2．1．4【3】设彳=(％)∈鸭(c)， 则彳的比较矩阵为聊(彳)，其中

m㈥=％≯
定义2．1．5设么=(吻)∈心(c)，么为非奇H矩阵的最为直观的定义是其比较矩

3
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阵历(彳)为非奇M矩阵。

定义2．1．6【3】设彳=(％)∈M。(c)，若彳满足：

⋯≥R(4)，VJ E<n>， (2．1．2)

且至少有一个f e<n>使(2．1．2)式中不等式严格成立，则称彳为对角占优矩阵；如果

(2．1．2)式中n个不等式都严格成立，则称A为严格对角占优矩阵。

定义2．1．7【1】1设彳=(％)∈鸭(c)，忍≥2，如果存在疗×，?置换矩阵P使得：

删2R甜
其中A，是z rx r子矩阵，A22是(n-r)x(n一，)子矩阵，1≤，≤刀，则称A为可约矩阵。

否则，即A是不可约的，称彳为不可约矩阵。

定义2．1．8【1】设彳=(％)∈鸠(c)，n>2，是不可约矩阵且满足：

laiiI>-R，(彳)，Vi E<n>， (2．1．3)

且至少存在一个i e<n>使(2．1．3)式中不等式严格成立，则称彳为不可约对角占优矩

阵。

定义2．1．9【3】设么=(吩)∈M。(c)满足：

1)I％I≥R(彳)，Vi∈<刀>：

2)J={i e<n>]la，，I>忍(彳)，Vf∈<刀>}≠a；

3)对f∈Ⅳ＼‘厂，有A的非零元素链～口娩⋯％“乒0，其中f乒‘审乞⋯&4≠‘，

且‘∈J，则称A为具非零元素链对角占优矩阵。

定理2．1．2【4】严格对角占优矩阵、不可约对角占优矩阵或具非零元素链对角占

优矩阵是非奇H矩阵。

定义2．1．10【4】设彳=(％)∈％(c)，若存在正对角矩阵x，使得似是严格对
角占优矩阵，则称A为广义对角占优矩阵，记为A eGD。
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定理2．1．3【5】A为非奇H矩阵的一个的等价定义是A为广义严格对角占优矩

阵。

定理2．1．3在本文第二章中将发挥重要的作用，是定理证明的重要依据。我们通

过对某一给定矩阵左乘(或右乘)一个或两个正对角矩阵，看所得矩阵是否为广义

对角占优矩阵来判断给定矩阵是否为非奇H矩阵。

2．2迭代法概述【4】

迭代法一股司表述为。

坼=依(％d，Xk-2'""％一，)，k=z，z+1，⋯ (2．2．1)

其中纯称作迭代算子，xk。，五印⋯，五一，为迭代初值，通常称迭代法(2．2．1)为z步迭代

法；z=1时，亦称为单步迭代法。如果迭代算子纯与七无关，即体I伊，则称(2．2．1)

为定常迭代；否则称为不定常迭代。

下面讨论单步定常迭代法：

≮lG‰一l+c，k-1,2，K， (2．2．2)

其中G∈尺～称为迭代矩阵，％称为初值。

定义1．3．1如果存在z∈R”，使得对任意的初值％∈尺”，由迭代法(2．2．2)产生的

序列{以)二。都收敛到x，即：

lira＆-x，
工‘●∞

则称迭代法(2．2．2)是收敛的；否则称之为发散的。

如果迭代法(2．2．2)是收敛的，则必有：

x=Gx+c

即：

心。五一x

则易证：

5



非奇H矩阵的判定和迭代法的收敛性分析

Ut=G‘Uo。

由此可知，迭代法(2．2．2)收敛的充要条件是：

limG‘；0。
茹—●∞

定理2．2．1【4】迭代法(2．2．2)收敛的充要条件是：

p(G1<1。

定理2．2．1的结论是本文第四章分析迭代法收敛性问题的理论基础。

2．2．1 Jacob i迭代法

其中

迭代矩阵为：

迭代格式为：

A=MI—N l·

MJ ID，NJ—CL+CU，

，=鸠。1M=D叫(G+G)

一￡+u=I-D～A， (2．2．3)

Dxk=(q+G)讫-1+6，k E<tZ>。 (2．2．4)

设而是一个任意的初始迭代向量，然后由公式(2．2．4)作向量序列五，x2，x3，⋯，这种

迭代法称为Jacobi迭代法，或简称为J方法，矩阵(2．2．3)称为对应于矩阵么的迭代

矩阵。

2．2．2 Gauss—Seidel迭代法

对于Jacobi迭代法，(2．2．4)的分量形式是

《一∑％《+q，f∈<聆>，
J“

(2．2．5)

事实上，在计算《之前毫，《，⋯，#1已经计算好了，但是，J方法中计算《仍旧用
6
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#小《24，⋯，≮i-一1。， 如果改用《代替《一。(，E<gt>)，贝JJ(2．2．5)式变成为

《。再6：|『《+磊。％《+clf，f∈<峨 (2．2-6)

这种格式迭代法称为方程组的Gauss-Seidel迭代法，简称GJ方法。(2．2．6)的矩阵形

式是：

xk一(J一￡)～Uxk一，+(，一L)～b， (2．2．7)

其中矩阵(J一工)。1 U称为对应于矩阵彳的Gauss．Seidel迭代矩阵。

2．2．3逐次超松弛迭代法(简称为SOR迭代法)

彳分裂为：

AIM。一N。，

其中

M。：≥D—CL．N。：1-coD+CU。
国 国

缈为非零实数，称为松弛因子。

迭代矩阵为：

匕=M。-1虬=(I-coL)。1(O-co)／+coU)，
当力=1时，SOR迭代法就是Gauss—Seidel迭代法。因此适当选取参数缈可望SOR

迭代法比Gauss—Seidel迭代法具有更快的收敛速度。

2．2．4快速超松弛迭代法(AOR迭代法)

Hadjidimos于1978年提出了快速超松弛迭代法，其后许多学者对它进行了讨论。

AOR迭代法的迭代矩阵为：

M彻l(D-o'C,．)[(1-co)D+(缈一仃)q+缈cml，

其中缈，盯∈R，缈≠0。易知：

当国=仃时，AOR法即为SOR法；当CO=盯=1时，AOR法即为Gauss．Seidel法：

当仃=O时，AOR法即为JOR法； 当国=L cr=0时，AOR法即为Jacobi法。

7
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3．1引言

3非奇H矩阵的判定

非奇H矩阵在数学、物理学、经济学等众多领域中有看广泛的应用，但是其判定

是非常困难的，因而也引起了很多专家学者的兴趣。近年来，许多学者在非奇H矩阵

的简单判据方面做出卓越的贡献，详见文献【6，7，8，9】。研究矩阵元素间的关系来研

究非奇H矩阵判据问题，是前人比较常用的研究方法。如在文献【8】中，利用和口对

角占优矩阵给出了非奇H矩阵的四个充分条件，在文献【9】中，利用矩阵的元素间的

关系判断一个矩阵是否为非奇H矩阵。我们进一步研究发现，文献【8】的结果还不够

简洁。在本章的2。2节中，我们指出并改进了文献【8】的结果——得到两个充分条件。

并通过引进一类具有非零元素链的矩阵，进一步获得了非奇H矩阵的新的充分条件。

在2．3节中，给出了基于和口对角占优矩阵给出非奇H矩阵新的判定条件，所得结果

包含了文献【9】中的结果。

定义3．1．1设彳=(吻)∈M。(c)，A为非奇H矩阵的最为直观的定义是其比较矩

阵m(A)=(mq)为非奇M矩阵。’

、 ，矗X^

定义3．1．2设么=(乃)∈鸠(c)，若存在口“o，1】，使得

Iq，l≥口R+(1一口)S

对Vi e<n>成立，则称A为和口对角占优矩阵，记彳∈Do(口)。若上式中每个不等

式都是严格成立的，则称A为严格和口对角占优矩阵，记为A∈D(口)。当口=1时，

严格和口对角占优矩阵即为严格对角占优矩阵。

3．2非奇H矩阵的判定(--)

8
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记

记<刀>-{1，2，⋯，刀}，Ⅳ1，Ⅳ2为<r／>的一个划分，即：

Ⅳ1 UⅣ2；<以>，Ⅳ1 nⅣ2；a。 (3．2．1)

ati=∑layI，屈一∑lai)l，鼠=∑laj，I，
jeNl，J幸i jEu2，jti jtN、。j≠i

冠-∑laj，I，
jeN2，j≠{

R(么)=∑l嘞I=％+屈=Rf，s(彳)=∑1％l=昆+冠=s。

定理3．2．1【7】设彳=(％)∈M。(c)，N A e D(口)，N A为非奇H矩阵。

定理3．2．2【8】设么=(％)∈M。(c)，若存在Ⅳ1，N2满足(3．2．1)式，a e(o，1】，

x,yER+使得：

[a．-aa，一(1一口)s]。[1％I一鹕一(1一口)t]7≥口‘计)，’口，yH／'llX

且满足下列条件之一：

那么

(口)止互J_二半苫1，xs y；

(c’F云T二：赢之1，xs y；

i—j,i∈Na，j『∈Ⅳ2， (3．2．2)

s1,x苫Y；

(d’F云T二：蕊s1，x≥y；
(I)若(3．2．2)式严格成立，贝,IJA为非奇H矩阵。

(II)若A是不可约矩阵，则A为非奇H矩阵。

我们在研读文献【8】时发现下面两点不足：

一、首先，我们指出在文【8】的定理条件中，应加上“x，Y>o”的条件。事实上，

在文【8】的证明中，用到了“由M。>(≥)％y"(文【8】OtiS(3)，(4)，(5)式和(6)，(7)，(8)

式)，易推知z，Y>0，因为当y<0时，不等式应反向，此时，得不出定理的结果。

二、其次，我们指出文【8】定理的四个充分条件可简化为两个充分条件，即：条

9

学二q一_______1．
、-，

6
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件(6)蕴含条件(d)，条件(c)蕴含条件(口)。

1)我们首先证明条件(6)蕴含条件(d)。当条件(6)成立时，我们有：

由(3．2．2)式知： [一H—r Q2∞

[一『>[由(3．2．3)fr-I](3．2．4)得：

所以

即

[一HL 够 j

s幽二丝二(!二竺超s1。
oc反

s 1，所以条件(6)蕴含条件(d)。

1y

1， (3．2．4)
j

2)同理我们可证：条件(c)蕴含条件(口)。

下面我们给出非奇H矩阵的一个新的充分条件。

记：‘={f∈Ⅳ1：lq，l>aR,+(1一口)s}，以={／∈Ⅳ2：la∥[>aRj+(1一口)t}。

定理3．2．3设彳=(％)∈鸠(c)，若存在Ⅳ1，Ⅳ2满足(3．2．1)式，a e(o，1】，x,y∈R+

使得：

[I％I-口％一(1一口)s]。口％I一蚂一(1一口)墨]7≥口(计)，)¨，y—x

i乒j『，f∈Ⅳl，j『∈Ⅳ2， (3．2．5)

‘u，z重a，且对V，∈【M一以】U[Ⅳ2一以】，存在非零元素链口f^口^如⋯口¨≠o，使得

七∈‘UJ2，其中i-五乒⋯≠丘-1≠k。

且满足下列条件之一：

10
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o<生生L二竺竺2掣≤1，x≥)，≥o；
apt

’ 7

乏L 0≤x≤Y，

证明： 若满足条件(口)，我们先证明存在正对角矩阵x，使曙=AX∈Do(口)，

令：

毕[一丁一M当屈一。时，记鸩一+∞，z∈M，历；=[EF瓦赫]y，／∈M，由式(325)得：
[一丁《一l 够 j I蚓一噶一(1一口)墨

又因为o<照止竺丝掣≤l， x≥_)，≥o， 所以
仅p5

(3．2．6)

[一H一丁 Q2力

联立(3．2．6)和(3．2．7)两式，再开方得：

睦!!二竺丝二!!二竺!璺>
a9t

(3．2．8)

即Mt芑m，，ViENl，j『∈Ⅳ2，故存在d>o，使得学历J墨d sm刚illMt，取x=咖

(％I稚=l，k∈Ⅳl；稚=d，k∈Ⅳ2)，马=似=(吃)．于是，由(3．2．8)知：

Vi∈NI，有l巩I=I％I≥口％+d硝+(1一口)s=口量(曙)+(1一口)s(且)；

Ⅵ∈Ⅳ2，有I吃I=d1％I≥口吩+比哆+d(1一口)_=口弓(马)+(1一口)邑(q)。

故县=似∈哦(口)。

因为J,OJ：≠g，即至少存在一个七∈Ⅳ1 uⅣ2使得I艮I>口R(马)+(1一口)瓯(马)

p●IIJ



非奇H矩阵的判定和迭代法的收敛性分析

成立。如果I殴l≤口冠(马)+(1一口)瓯(具)，对Vf∈【Ⅳl一以】u【Ⅳ2一以】，由假设知具的

元素中存在非零元素链口{jl口^丘⋯口耻≠0，使得七∈厶uJ：。据文献【7】中定理1知：

所以具为非奇H矩阵，进一步A为非奇H矩阵。

当A满足条件(6)时，仿照条件(订)的证明过程，我们亦可证得彳是非奇H矩阵。

3．3非奇H矩阵的判定(二)

设4=(％)∈M。(c)，口∈【o，1】，用丁(A)表示A的有向图中所有环路的全体。
记

R(A)=∑I嘞I，s(A)=∑I口∥l，f∈<珂>={1，2，⋯，刀}，

，(彳)={y∈丁(彳)I兀lajJ≠兀R(彳)或H aif|≠兀s(彳)}，
L l芷妒j可j自j曰 J

Ⅳ爹=i∈<刀>||嘞l>口R(彳)+(1一口)s(彳))，胛=<珂>＼孵。
由定义3．1．2知：口=1时，严格和口对角占优矩阵即为严格对角占优矩阵，非

奇H矩阵的主对角线元素全是非零的。因此，在本节中我们总假设矩阵的主对角线

元素全是非零的。

91理3．3．1【10，l l】设么=(嘞)∈M。(c)，口∈【o，1】。若A满足下列条件之一：

1)A是严格和口对角占优矩阵；

2)A是不可约和口对角占优矩阵，口∈(o，1)且J(4)一囝；

3)A是和口对角占优矩阵，对每一满足I‰I=哦(彳)+(1一口)瓯(A)的足码iD

都有非零元素链‰口娩⋯口k“一0，使得f吮^>ofe，k(彳)+(1一口)&(彳)，其中

／o芦‘≠⋯≠t4书t。贝0A为非奇H矩阵。

若孵一<万>，则由引理3．3．1知：A是非奇H矩阵；若A为非奇H矩阵，则必

有孵≠囝。因比我们总可以假设砰u孵=<甩>，孵_a，孵≠a。
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引理3．3．2【5】设盯，f是任意的两个非负实数，对于o≤口≤1，则有：

ar+(1一口1仃≥f口o-(1一引。

定理3．3．1设彳=(嘞)∈鸠(c)，口∈【o，1】。若

州h，P卜 (3．3．1)

q，I≥口[三萎王掣]+c-一口，[三圣王掣]，，∈川善c3．3．2，
其中O<薯，咒s 1，iE<n>。则A是非奇H矩阵。

证明：对Vz∈砰，我们可以令：

魏=
‘咒1％I一只口∑f％I_一(1一口)∑lq√乃薯

，≠‘ J≠f

J≠l j*i

由本文假设和(3．3．1)式可知，0<包<+∞，再令：

记

当

q=6f
∑蚓 Elaj,lyj

钿一呐专耵∑川一。～‘∑川
批噬 扫憋

，

(3．3．3)

(3．3．4)

∑laj,I=o时，-i，己c,-+∞，z一+∞，由本文假设可得q>0，五>o
J∈啊

孵={f∈孵l =1}，
则一定存在一个充分小的正数s，使得：

嵋={f∈孵l乃 =1{，

。<s<min丁Lm。in。{cj)，m—ini{f；)，矧m：i、n．；{1一点)，矧m湖in；{1一弘))，
我们构造正对角矩阵D=斫昭(4，哎，⋯，以)，E=diag(e,，e2,-．-,en)，

其中

0一

玎，

一

玎

一X学
，，．，．．．．．．．．。．．。．．．．一／

>口
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f 毛

2{ 毛

l毛+占
L

t∈N：

i∈蛾 ，

iEN2＼孵

f 咒
2

1 咒

l Yj+g
L

i∈N：

Z∈Ⅳ孑

i∈N；＼N；

根据引理3．3．1，我们下面只需证明B=(屯)=尉D是严格和口对角占优矩阵即可。

对Ⅵ∈吖，根据(3．3．3)式我们得：

aglxY，=(1+6f)l口∑1％k咒+(1一口)∑1％I乃薯
＼ J≠l J≠‘

我们分四种情况讨论：

情况一：若∑1％I=∑I哆，卜o，m(3．3．1)式我们知：

可知：

包，I=乃1％l

=aR,(艿)+(1一口)S(B)。

(3．3．5)

情况二：若∑fau[=0，∑lajj]≠0，此时，对Ⅵ∈Ⅳ；都有kl一0，m(3．3．4)式
Je噬 扣N星

％l<匆∑1％h

由(3．3．5)、(3．3．6)式和本文假设得：

％l=只

w融_ +(1-a)

J≠，

aji yjx,

I∑川乃+sE M卜
＼』≠l 』E心 ／

(3．3．6)

>M口[否蚓_]心一口《荟川乃+磊MYj+删吣Me乃+占，卜
=口R(B)+(1一口)S(B)。

14

口2
N∈

口2
N∈

薯乃q
∑∥

、l，
岱一

n=一
+■％∑川

口”>芬

乞
∑槲

口一+气
∑槲

口=

∑州
g营Z<g

乃
∑觥

S+b哆∑州
>b吩∑∥

包+n：一
兮

∑∥
、l，h1+

n=一、l，口一
九：，

+q
∑∥

、l，包+n=，口"
I|

鼍q
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由上式和(3．3．5)式得：

M=咒laiiI薯

匆，I>口R(曰)+(1一口)S(B)。

g<q§s∑M
J∈呓

由(3．3．4)式我们得：

<b,Xla,小j
j}l

Ⅻ乃【驯_托磊吣(1_砒时∥I乃托磊圳＼／≠o ／EN呈 ／， ＼J≠‘ J∈N； ／

≥口Yi l∑la，lxj+∑la,jlxj+∑(_+s)I％
＼，∈Nf J∈N： J∈N呈、N：

≥口"I∑I乃I_+∑l乃I_+∑(xj+占)1％
LJ∈N? 歹∈N： ，∈N￡＼N：

+(1一口)薯l∑I乃，I乃+∑1％I乃+∑(乃+s)l哆，Il
kjeN? 卢N； IEN2一＼Ny一 ／／

=口R(B)+(1一口)S(B)。

下面我们证明ViEN；的情形：由g的选取和正对角矩阵D、E的构造，可知：

对Vi∈<n>， 有0<嘎，岛≤1。

分如下四种情况证明：

情况一：对z∈嵋n彤，易知：

阮l—l蚓≥口[磊№荟 小叫[磊川乃+吾

到得程过明证的二况隋照仿以可们我O=吁
∑删

仉≠巴
∑删

若三况情

O≠q
∑删

仉≠％
∑删

若四况情

乃口

∑一
t、l，^叶+

n=一、l，口一
九：，

+■呀∑∥
”、-，h1+

九：一
口=

、●●●●，

一、●●●●／



>口[斥要N：l。，l_+蚕1％}]+e1一口，[
=口R(B)+(1一口)S(B)。

情况二：对f∈N：，i硭N；，若a 4：l，由(3．3．2)知：

(M+s)lq，I≥(咒+占)口

进一步有：

包，I=(咒+s)I

旧 1％I_+∑I％11+
舻 jJ一‘ ／

(1-a)『，∑I％I乃+∑
L卢w ．铲

地叫口[荟№到卜口，
>(以+占)口l∑1％xj+∑M(一+s)+∑I

＼，ENf j∈Ni、N： ，∈N：

∞叫睁”剁讹叫+
=口墨(B)+(1一口)S(B)。

若口=1时，则：

M=(乃q-E)Iaip("+s)l∑
L弘吣

=R(艿)=口R(B)+(1一口)S(B)。

％1]

哆fl乃

情况三：对f圣孵，f∈蟛，我们可以仿照情况二的证明过程，得到：

16f，l>口R(B)+(1一口)S(B)。

情况四：对f圣孵，f圣蟛，由(3．3．2)式得：

(”+s)l

口．

∑∥

+乃口

嘭∑洲厚

乃

∑铲

+

∑删
，，JI．．．．．．．．一／

／

●r，

划／

∑州

、●¨¨-、

％

∑铲
+

X，
仃

∑州托
，，J●r●l●●●●●●●、、

口g+M>一g+t



即：
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艄叫[磊M乃+吾

hH酬训¨啦c牌，口瞎 xj+

小刊[磊M乃+到卜卜
>(乃+F)口l∑lav Jxj+∑I％I(_+s)+∑I％¨

l Je旰 扣噬、N： 卢N： I
＼ ，一l ／

+(1一口)l∑lajilyj+∑I乃，I(．”+s)+∑Iaj，lI
f l

I肛W J∈N呈、N； 』eN； J
＼ ，一‘ ／

=口R(曰)+(1一口)墨(B)。

所以，．对Vie<n>总有院I>口R(B)+(1一口)S(B)，则B是严格和口对

角占优矩阵，所以曰是非奇H矩阵。由定理2．1．1可知么也是非奇H矩阵。

定理33．2设彳=(吩)∈鸠(c)不可约，对口∈(o，1)，若

r，
q，I≥口l

L

《 ]口+c，一口，[薹
aj,lY．，

i∈衅

∞叫[鲨掣卜
其中o<毛，Y；s1’iE<n>，且7(4)≠a，

其中

7(彳)=<y∈丁(么) t≠

17

瞰彳)卜

(3．3．7)

(3．3．2)

■p
口

∑∥

％一钶一∑坐生

+

一墨
t一掣引盟

兀目
≠‘q"

兀目
或、l，

4
，■-，

阻K

兀日
"

兀日



则A是非奇H矩阵。

证明：

死(A)=咒 窆Ia,jkj，鼠(A)=薯窆k Yj，
，=l，，≠f j=l，，≠‘

构造正对角矩阵D=诫昭(五，x2，⋯，％)和E=diag(y。，Y2，⋯，以)，并记：

8--(b,,)：--EAD。则对Ⅵ∈吖，m(3．3．7)#Jk：

l,．I--y,I．,，l薯≥以口∑I％I_+(1一口)誓∑lq，l乃
』≠f j*i

=口R(召)+(1一口)S(B)。

5时VieN2，由(3．3．2)得：

l吃l=咒l哆，It≥口[荟l％lt+荟1日，1]+c1一口，[磊l口∥I乃+荟l口∥I]I J∈Nf ，∈N呈 J I J∈Nf ，∈N； l
＼ ，一‘ ／ ＼ J-‘ ／

=口足(B)+O-,OS,(B)。

所以，对Vf∈<靠>总有I匆一≥口R(B)+(1一口)S(B)，即曰为和口对角占优矩阵。

另外，由彳不可约知曰不可约，又7(彳)≠囝，根据引理3．3．1知B为非奇H矩阵，

进一步由定理2．1．1知彳也是非奇H矩阵。

设么=(％)∈心(c)，若

q，I≥口[三一]+c，一口，[三一]，，∈A善c3．3．2，
其中0<五，Yt s1 f∈<n>，并记：

斗叫kl>㈩州h，㈩}o
定理3．3．3设么=(％)∈％(c)，口∈【o，1】，若o<五，Yi-：1 f∈<以>满足条件

(3．3．2)J；fiJ(3．3．7)，且K—g， Vio∈<n>＼K，总存在非零元素链口辘‰⋯口‘“一o
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使得t∈％，则彳非奇H矩阵。

证明：仿照定理3．3．2证明，构造正对角矩阵D=diag(xa，而，⋯，矗)和

E=diag(y1，Y2，⋯，yo)，并记：B=(％)：=EAD。

贝IJ对Vi∈<刀>有：

16f，I≥口R(B)+(1一口)S(B)。

显然，％可以表示为：

K={f∈<刀>|J 61，，I>口墨(B)+(1一口)s(B)}，

对任意的Vio∈<n>慨，有非零元素链‰‰⋯‰^≠0使得t∈K，其中

iD乒‘≠⋯≠t-1≠t。根据引理3．3．1我们知：B为非奇H矩阵。进一步由定理2．1．1

知么也是非奇H矩阵。

注：由引理3．3．2易得：本文所得结果包含了文献【9】中的结果。
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4 AOR禾I：IGAOR迭代法的收敛性分析

4．1 AOR迭代法的收敛性分析

4．1．1引言及预备知识

XC-于A=(％)∈M。(c)，我们用A(彳)和p(么)表示矩阵爿的特征值和谱半径。

我们考虑线性方程组：

Ax=b，

其中bEC”为已知向量，z∈C“为未知向量。

设给定矩阵彳可分裂为：

A=D—T-S．

其中D为对角占优矩阵，刁和书分别为矩阵彳的严格下三角和严格上三角部分，

我们记：

工。D一’．U．D—S。 ．

则此时AOR迭代法可以写成：

矿“；M盯．国∥+d，k=0，1，⋯，xoEC4，

其中

心p=(，一以)。1[(1一彩)，+(缈一仃)三+硼】，

d=国(，一以)～， 国，盯∈R，盯≠0。

定义4．1．1[5】设彳=(％)∈M。(c)，若kII％I>R(彳)巧(爿)，Vf，／∈<">'f≠，，
则称4为严格双对角占优矩阵，并记为A∈DD。

定义4．1．2【5】设么=(％)∈M。(c)，若存在口∈[o，1】使得

MM>霉，口(A)Pj。球(彳)，

gff Vi，j『E<n>，i≠j『成立，则成矩阵彳为严格双口对角占优矩阵，Yr-诎O A∈DD(a)，

其中置口=aR(A)+(1-or)S,(彳)，i e<聆>。

’n
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引理4．1．1【5】设彳=(％)∈弘(c)，如果彳∈DD(a)，则矩阵彳就是非异H

矩阵。

定理4．1．1【25】设彳=(％)∈鸠(c)，如果彳∈D(口)，且缈，仃满足以下条件则
AOR迭代法收敛：

(I)0<cr<2／(1+p(％J(M(彳))))=：s，

o<彩<一{，=2／(1+峄只，。(三+u))，2仃J(1+尸(鸩，∥))}，或
(II)max(一缈(1一只，。(L+U))+2max(O，co-1))／2P，，。(三)<cr<O，0<缈<，，或

(III)，≤仃<1珥n(∞(1+只，口(三)一只，。(u))+2min(0．1-缈))／2e，。(三)，0<国<f。

定理4．1．2[26】设么=(％)∈M。(c)，如果A∈DD，且缈，仃满足以下条件，则

AOR迭代法收敛：

0)o-如<2／(1+∥(饩工(M(彳))))=：s，

呦<maxP(帅(％))，玄可雨褊圳}，或
(--’譬—oP)-—ffa?—P22+1P3 m—in(a一)z,(a)-2)2)<盯<。，。<⋯，或(。。。)，≤盯<m；n—(-oP4+@oZP52+P3 m—in(a)z,(a)-2)')，。<缈<，。
、 7

∽ 只

其中日=置(三)弓(三+u)+R(￡+u)q(三)，

B=R(L)Rj(L+U)一R(L+U)Rj(L)，只=4R,(L)Rj(L)，

只=足(三)(墨(三)一弓(u))+B(三)(R(三)一R(u))，

只=足(￡)(乃(￡)一B(u))一弓(三)(墨(三)一置(u))。

4．1．2迭代矩阵谱半径的上界

在以下的内容中，我们基于严格双口对角占优矩阵，给出迭代矩阵谱半径的上
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界，并根据其上界来分析AOR迭代法的收敛性。

定理4．1．3设彳=(％)∈鸩(c)，如果A E DD(a)，1一or2P，口(三)弓，口(三)>o，

Vf，j『∈<tl>，i≠j『，贝0有：

其中

p(M，，<m．，a，x
如j

4=1一仃2只，劈(三)￡，岱(三)，

4+√—A；-4—AIA3

4=2 1一国|+I仃le，。(三)[I国一盯I弓，口(三)+l国Ie，口(u)]

+I仃l[I国一盯1只，口(三)+l缈1只，。(u)]弓，口(三)，

4=(1-02)2一[I缈一拶}霉，口(三)+l缈l弓，口(u)][1缈一仃Ie，口(￡)+I彩I弓，口(u)]。

证明：因为l-a2P，。(三)e，口(三)>o，则，一仃三∈DD(a)。由引理4．1．1，我们知

i]苣I-o-L是非奇异的。不失一般性，我们假设名为迭代矩阵M⋯的任一特征值，则

有：

即：

det(2I—MⅫ)--o，

det(兄(，一盯￡)一((1一缈)，+(缈一仃)三+缈u))=o。

然而， A(I-o'L)-((1-o)I+(o-o')L+oU)6DD(a)，兄不是迭代矩阵M叩的特

征值，也就是说，对于Vf，．『∈<n>，i≠_『满足：

名一(1-02)12>陲慨七叫乙一国‰|+(1叫驴巩七叫乇一眠I]
·卜善l兄略一(缈一盯)匕一侧∥I+(1一口)∑p鸭一(国一仃)岛--(,)l址si|l，

1． f≠J 5≠， l

五不是迭代矩阵M～的特征值。特别的，如果对于Vf，J∈<咒>，Z≠j『满足：

(12-(1一彩)J)2>
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b(m阶l国讪州北，1)+(1_口)渺㈣乇I+l国一啦⋯川]

·[口苓(I旯|l仃I阿，I+I国一仃11,∥1+l缈l卜，『I)+(1一口)；(I旯II仃11,可1+I缈一仃Il乞I+I缈|I“町1)]，
1不是迭代矩阵M～的特征值。

假设名是迭代矩阵M⋯的特征值，则必须存在一对f，j(i，／E<r／>，f≠jf)满足：

([2-(1一彩)吩

陲(m帅I缈硼忡II‰帅一口)渺㈣乇I+|彩一唰+I缈II‰I)]

．[口若(1五II盯||以I+I国一盯lh，I+I彩ll“，，|)+(1一口)吾(1五lI盯lI乞I+I国一仃ll乞l+I缈II“掣1)]，
即：

AIi2—24 l兄l+鸽≤o。 (4．1．1)

因为4=1一盯2只，口(三)弓，口(三)>o，如2 o，且判别式△≥o，所以不等式(4．1．1)的解

满足： 呼A2-4A学-4A1A3斗I≤呼4+4A2-4AIA3。 (4．也)

因此

咖一≤搿坐辱坠。
诳喏．

、

4．1．3 AOR迭代法的收敛性分析

定理4．1．4设彳=(嘞)∈鸩(c)，如果么∈肋(口)，且满足以下条件：

(I)O<er<2／(·+p(％J(M(么))))=：J，

。<国<max 20r／(·叫％))，m引in+以一以+丽2 利}’或
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<仃<O．0<缈<t，或

(m)，≤仃<玄—o)P4'—+ffw—2P5 a1+P3r'min—((02,一(60-2)z)，o<⋯。
则AOR迭代法收敛。

其中丑’=鼻。口(三)弓p(￡+u)+只，口(三+u)弓，口(三)，

罡’=P，口(OPj，口(￡+u)一只，口(三+u)弓，口(三)，￡’=4q，。(￡)乞，口(三)，

只t-￡，口(三)(弓，口(三)一e，。(u))+乞，口(三)(￡，口(L)-p,，。(u))，

只’=只，。(三)(e，。(三)一e，口(u))一e，口(上)(￡，。(三)一只。口(u))。

证明：容易证明若参数仃满足条件(I)一(1II)之一，我们有：

l一仃2置口(￡)e，口(三)>o，Vi，je<n>，f≠．，。

首先，我们考虑第一种情况：因为A∈DD(a)，则由引理4．1．1，我们知道彳是非奇

H矩阵，因此聊(彳)是非奇M矩阵，根据文献【27】：

如果o<盯<2／(1+p(％J(M(彳))))，则有p(M叩)<1I茂-02。
对于仃≠0时，有：

心，盯=(1-co／o')I+(co／o')M盯∥

如果o<国／盯<2，(1+p(尥，，))，由外插定理【28】可知：

夕(心，印)<1。

现在我们来分析第二种情况：当满足2盯／(1+p(鸭，，))≤国<f，O<a<J，

l酗o"<20'／(I+p(M，，))，贝OO<a<ro。

竺
盼w

啡
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因为4+√：虿丽<24§{4<24 。

I如一^<A

14—A22-4—AA。<2A
(4．1．3)

第一步：当国≤1，易证(4．1．3)式成立。

第二步：当缈>1，因为：

4=1一盯2弓，。(￡)e，口(三)，

4=2(co一1)+o-e,，口(三)[(缈一盯)弓，。(三)+缈弓，。(u)]

。 +仃[(缈一仃)c，口(三)+彩只，。(u)]e，口(三)，

=2(co一1)+国盯置口(三)e∥(三+【，)一20-2P，口(三)e，口(三)+缈盯只，口(￡+u)弓，口(三)

4=(1一缈)2一[I功一盯I置口(三)+l缈I置口(u)][I彩一仃Ie，口(三)+J缈I弓，口(u)]

=国2—2ca+l一彩2￡，口(三+u)乞，口(三+u)+彩仃P归(三+u)乞，口(L)

+国仃P，口(三)乞，口(三+u)一仃2只，。(三)e，口(L)，

所以，由如一A<A得：

(02 1一只，。(三+u)乞，口(L+U)J-4缈+4>0。

因为1一or2只，口(OP,，口(三)>o，Vi，／∈<刀>，f≠歹，判别式△>o，所以此不等式的解满

足：

妒日霜赢2丽露丽或呸<可霖霸2丽乖丽，Vi．j．
由q，我们可得如>2，这与(4．1．3)式相矛盾，因此q应该被舍去。所以只有吃符

合条件。所以：

国<Elfl—————芦=======================o

够Ⅳl+√最口(L+u)弓芦(L+u)

我们证明情况(II)，第一步：当o<缈-<La<o，

4=2—2(o一功仃￡，口(三)￡，口(三+u)+2盯2P，。(三)乞，口(￡)一缈仃只，口(三+u)弓∥(L)，
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呜=t02—2co+l-c02C，口(三+u)e，口(三+u)+国盯只。口(￡+u)e，口(￡)

+coo'P,，口(三)弓，口(三+【，)一or2P，。(三)e，。(三)。

由如一A<A得：

40"2￡，口(L)Pj，口(L)-2coo'P,．，口(三)e，口(三+u)一2缈仃P，口(三+(，)弓，口(L)

+国2(只。。(三+【，)e，口(L+v)-O<o。

由判别式A>0，得此不等式的解满足：

竺墨l二竺型匝<仃<
E’

又因为o-<0和置球(L+v)Pj，口(L+U)<LVi，／E<rt>'，≠／，所以：

第二步：当1<国<t，盯<0，

竺墨I二竺型匝<仃<o。
B’

4=2co-2-tocrP，，口(L)Pj，口(L+U)+2cr2#，口(上)C，口(三)一coo'Pj,口(三+u)e，。(L)，

4=国2-2to+l-c02E，。(三+u)e，口(L+U)+coaP，，口(三+u)弓，口(三)

+coo'P，，口(￡)e，口(三+u)一盯2只，口(三)弓，口(三)。

由A一^<A得：

4仃2P，口(￡)弓，口(L)-2coorP，,口(三)弓∥(三+u)一2amP,，。(三+u)e，口(L)

+彩2e，口(￡+u)￡，口(三+u)一缈2+409-4<0。

因为判别式A>0，所以此不等式的解应满足：

坐巫五巫<盯<
B’

又因为仃<o和Z。。(三+u)弓，口(L+U)<1，Vf≠j；i，／∈<刀>，所以：

丝!堑翌掣竺塑<仃<o。
只’

铲+一堕

坐
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综合一、二两步，得到：

m觚竺二业竺：璺竺竺!竺二型<盯<o。maX—————三一———————————_二———————-<盯<U o

笛 B’

最后，我们证明情况(III)：第一步：当0<缈≤1’仃≥f，

4=2—20)一缈仃只，口(三)(e，。(三)一弓，口(u))一缈盯(P，。(0-e,，。(u))e，。(￡)

+2盯2只，口(三)弓，。(L)，

4=彩2—2(o+1一缈2(P，。(三)一e，。(u))(弓，口(三)一乞，。(u))一仃2只，。(￡)e，口(三)

+国盯(只，口(￡)一只，口(u))弓，。(三)+彩仃只，。(上)(弓，口(三)一弓，。(u))。

由如一A<A得：

4仃2只，。(三)e，。(三)一2coer(e。口9：)-e，。(U))e，。(L)-2caarP，，。(三)(哆私(三)一e，。(u))

+国2(只，口(三)一只，。(u))(e，。(0-弓，。(u))一缈2<o。

因为判别式A>0，所以此不等式的解应满足：

又因为仃≥t，我们得：

第二步：国>L盯≥t，

⋯缈只’+缈√只’2+B’<盯<——二———i—二——二
E’

f<盯<IIlin(_op4‘+c04墅p5 f2+p3
t

B’

4=2缈一2一缈盯只，。(三)(e，口(L)-Pj，。(u))一力盯(只，。(O-e,，口(u))弓，口(三)

+2盯2只。口(L)Pj，口(三)，

4=国2—202+1-022(e，。(三)一P，口(u))(弓，口(三)一弓，口(u))一仃2只，口(三)弓，。(三)

+缈仃(e．口(三)一只，。(u))e，口(￡)+彩盯只，口(三)(e，口(三)一e，口(u))。

由A2一如<A得：

乒生
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4仃2只，。(三)e。口(三)一2缈盯(只，口(三)一c，。(u))e，口(t)-2600-e,，。(三)(弓，。(三)一C，口(u))

+缈2(c，。(L)-e．。(【，))(弓，口(三)一弓，。(u))一缈2+4to一4<o。

由判别式△>O，得此不等式的解满足：

些．二巫五匝<仃<
只’

又因为or≥t，我们得：

～<商n坐巫墨巫。
E’

综合一、二两步，得到：

证毕。

，

缈P4 t+√缈2只注+E’min(缈2，(缈一2)2)t≤盯<rain————————羔——————————————————∑———————————上。
∽ 弓’j—J 一)

4．1．4数值例子

下面我们举例说明：基于双口对角占优矩阵所得到的定理4．1．4的收敛域大于由

文[25】和文【26】所得的收敛域。

例1给定

A一

5 3 2

2 6 3

2 l 9

不妨令口：i1，易证，彳∈D(ot)，A∈DD并i]A∈DD(a)。

由定理4．1．4我们可得如下的收敛域：

(1)O<a<1．1896，o<co<max{1．1268，20-／(1+p(％，，))}，或
(2)0<缈≤1，一0．8195缈<仃<o，或

1<缈<1．1268，(287缈一5x／777ra2-307210+3072)／160<盯<o，或
(3)o<彩≤1，1．1268≤仃<1．4440缈，或



青岛科技人学研究生学位论文

1<国<1．1268，f<or<(一910)+144x]5092-200)+20)／160。
由定理4．1．2我们可得如下的收敛域：

(1)O<o-<1．1896，o<缈<max{1．0455，20-／(1+p(鸭，))}，或
(2)0<缈≤L -0．796209<仃<o， 或

1<缈<1．0455，(9缈一5瓦丽)／12<仃<o，或
(3)1<彩<1．0455，f<or<3x／17092-6409+64。一609)／8 a

由定理4．1．1我们可得如下的收敛域：

(1)O<cr<1．1896，0<刃<max{1．1250，20r／(1+p(心，，))}，或

(2)o<彩≤L—。．690<Or<o，或1<09<1．1250,；缈一詈<盯<o，或
(3)0<缈≤1，1．1250≤Or<1．310)，或1<国<1．1250，t<Or<1．8—0．4909。

彻I，给幸

A一

3 1 1

1 2 1

2 1 3

经验证彳g D(口)(a∈[o，1】)，且A茌DD，所以在此我们不能运用定理4．1．1和定理

4．1．2。但是，不妨令口=；1，易证：彳∈肋(；)。j ＼j／

由定理4．1．4我们可得如下的收敛域：

(1)o≤仃<1．1896，o<国<max{1．0294，20"／(1+p(心，。)))，或

(2)0<缈≤1， -0．052909<盯<o，或

1<缈<1．0294，(83国一9x／9409z-33609+336)／84<仃<o，或

(3)1<仞<1．0294，f<or<(∞+9～／98092-3920)+392)／98。

4．2 GAOR迭代法的收敛性分析
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4．2．1引吾。：

在实际问题中我们通常需要求解一些这样的线性方程组：

毋=，， (4．2．1)

其中

日。(，≯，：)
是可逆的。如果对于f=1，2，，一且是非奇异的，我们可以运用SOR迭代法，或者

一般的AoR迭代法(【31，32】)求解线性方程组(4．2．1)。然而，实际问题中对于f=1，2，

I一垦通常是奇异的，前面的迭代解法就无能为力了。事实上，即使对于i=L2，，一且

是非奇异的，求解线性方程组(4．2．1)也是不容易的，因为我们必须首先解出矩阵

，一E(i=1，2)的逆矩阵或者求解下面两个线性方程组：

(，一骂)葺=Z，i=1，2。

在文[33】中YuaIl提出了广义SOR(GsoR)迭代法去求解线性方程组(4．2．1)。后来，

Yuan和Jin在文章【34】中又给出TF2 AOR(GAOR)迭代法来求解线性方程组

(4．2．1)，具有很好的效果。其迭代公式为：

y(“1)=乞。，矿+ink， (4．2．2)

其中

乞，，=(1一彩)，+彩，+缈以， (4．2．3)

七。(一厂Ic?f， (4·2·4)

几仁-岛D)， (4．2．5)

K‰!尽)卦即一骂趴 (4．2．6)小k一尽)cD J_【c尸一骂D)。 (426)
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从(4．2．2)-(4．2．6)式我们知道GAOR迭代法求解此类问题时不再需要歹一E(i=1，2)

的逆矩阵。

4．2．2．迭代矩阵谱半^全的界

在本节中，我们将给出严格和口对角占优矩阵的GAOR迭代法迭代矩阵乞．，的

谱半径的上下界。

定理4．2．1 O．H∈D(a)，则p(乞，，)满足下面的不等式

min{11一缈l+l缈I(J+rK)口-gR,(coJ+corK)-(1-a)Sj(coJ+corK)}≤户(乞，，)≤

埘警{11一国l+l缈I(，+彪)群+口R(国，+缈彪)+(1一口)s(既∥+缈彪)}。

证明：我们假设名为迭代阵乞．，的任一特征值，则有：

det(AI-l。．，)--o， (4．2．7)

方程(4．2．7)等价于：

det((力+彩一1)，一彩，一∞Ⅸ)=o。

如果进一步，我们假设(允+国一1)，一国J一彩依∈D(口)，即有：

12-(1一彩)一(oJ+corK)。[>aR,(coJ+corK)+(1-a)S，(oJ+corK)，Vf∈<，l>，

其中(oJ+orK)．为矩阵甜+研K的对角元素，由此可见兄不是迭代矩阵乞．，的特征

值。特别的，如果对Vi∈N满足：

I兄I—11一缈I一(1缈．，I+I缈彪1)丘>口R,(coJl+]corK)+(1一口)s(1国，l+I国Ⅸ1)，

则名不是迭代矩阵乞．，的特征值。

假设允是迭代阵乞，，的特征值，则至少需要存在一个f(f∈<刀>)满足：

I元l—11一国I一(1国JI+I缈ⅨfL<口置(I国JI+I缈成1)+(1一口)s(I缈Jl+l缈塍I)，
即；

l力I<11一国l+(1国，l+I国彪IL+口置(1国Jl+l缈膨1)+(1一口)s(I国，l+I缈彪I)，

31



非奇H矩阵的判定和迭代法的收敛性分析

因此，对于H∈D【口)我们可得：

p(to，，)---mpx{[1一缈I+(Io,JI+I改'r／C1)豇+口R(1缈，I+I缈塍I)+(1一a)s,(160JI+Ic诊rK))。

同理，我们可得夕(乙，，)的下界是：

p(乞，)≥r呼n{11一co+(coJ[+corKI)u—aR,([cog[+corgi)一(1一口)s(1缈JI+I缈放I))。
注1：众所周知，我们对参数国和r取不同的值时，GAOR迭代法将变成我们熟知的

一些迭代法，如：

(I)当参数∞=，．，@岣R迭代法就是GSOR迭代法，

夕(乞。。)≤m剐1一彩I+(160JI+I国2KIL+口R,(IoJ[+I缈2KI)+(1一口)s(M+I国2K|))o
(II)当参数，=o，GAOR迭代法就是GJ迭代法，

尸(乞，。)≤maX{11_缈l+(J缈J眈+口R(M)+(1一口)s(M))。
注2：如果

呼n{it一缈J+(160JI+I彩依院一口墨(1国，I+l国彪1)一(1一口)s(1国，l+I缈Ⅸ1)}≤o，我们规定

p(to，，)的下界等于零。
证毕。

4．2．3．GAOR迭代法的收敛性分析

在本节中，我们假定日是严格和口对角占优矩阵，研究用于求解线性方程组

(4．2．1)的GAOR迭代法的收敛性，并给出了特定参数的GAOR迭代法收敛的充分条

件。

定理4．2．2如果H∈D(口)，当缈，，．满足下列条件时，GAOR迭代法收敛：

(I)0<co_<l且 H<峄镯赭黼，或
(II)1<国<2且
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水mx≮揣裟黼。
证明：因为H CD(a)，如果GAoR迭代法收敛，则有：

max{J1一功l+(1国gl+I缈rKI)．+口R(1国，I+I缈膨I)+(1一口)s(I缈，l+I缈依I)}<1。
首先，当0<缈≤1时，有：

max{1一缈+(1国JI+l缈联1)靠+口E(1彩JI+Io,，．KI)+(1一口)s(I国JI+l缈Ⅸ1)}<1。
也就是：

即：

max{IJL,+HlKI，，+口足(I，1)+HaR(IKI)+(1一口)s(I，I)+I，．I(1一口)s(1KI)}<1，

，l<max
i l

其次，当1<03<2时，有。

1-13，，一口R(1／I)一(1一口)S(1，I)面丽而矿可而丽。
m≯{缈一1+(M+I颤orKI)．+ag,(1国JI+I国以1)+(1一a)s,(1颤oJI+l国Ⅸ1))<1，

川<

证毕。

下面我们将分析：，．=0和，=国时这两种特殊情况下GAOR迭代法的收敛性问

定理4．2．3如果日∈D(口)，使得p(乞，。)<1的国满足：

眩纵max可瓯i丽表丽。
证明：因为H∈D(口)，根据定理4．2．1的注1，我们知道当，=o时，有：

p(to，。)≤m≯{11一国l+(I缈JIL+口R(1缈，I)+(1一口)s(1缈，1)}<1，
首先，当0<缈≤1时，

也就是：

max{1一缈+国(I／I)西+口彩R(I／I)+(1一口)缈s(1，1)}<1，

∞一卜震瑞
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其次，当1<彩<2时，

即：

max{(J)。+口R(I，I)十(1一口)s(I，I)}<1。

m≯{国一l+-(IJI)“+口缈R(IJI)+(1一口)彩s(I，I))<1，

C．D<maX
2

综合上述证明，使得夕化，。)<1的彩满足：

0<国<max
2

讯硕了面酾可二丽万。
证毕。

定理4．2．4如果日∈D(口)，使得p(乞，口)<1的缈满足：

0<功<丽币硪了葡两画丽虿可丽辆。
证明：因为H∈D(口)，根据定理4．2．1的注1，我们知道当，=tO时，有：

p(10，m)≤m剐·一缈I+(1缈JI+I彩2KI)+口R,(-Ji+I缈2KI)+(，一a)s(俐+l缈2K1)}<-
首先，当0<缈≤1时，

m≯{-一缈+(M+J国2K院+口R(I-JI+I国2KI)+(-一口)s,(IoJI+I国2K|)}<·，

max{(IJI+oK)u+aR,(19[+I缈KI)+(1一口)s(I，I+I国K1)}<1，
其次，当1<国<2时，

即：

max{co一·+(1缈，l+I缈2KlL+口R(1国，I+I(02KI)+(·一口)s,(10JI+I彩2K1)}<，，

国<maX
2丽币砸了雨丽画万下面砜辆。

综上所证，使得p(乞。埘)<1的国满足：

2
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证毕。

0<国<max
，

2iIJ[+—I(oK—)．—+aR,(IJI+I(oK)+(—1-a)s,(Igl+lo)KI)。
4．2．4数值例子

下面我们通过一个例子来求乞，的收敛域。

例给定

则

H=

H=

=f，≯
、

D}

[-B2 J’

显然H诺。。不妨取口=互1，易证：H∈。(圭)，并且

J=

0

1

3

1

3

1

3

0

1

3

1

3

5

6

0 K链
由定理4．2．2，我们得到参数缈，厂的取值范围：

(I)O<co<1且小兰或

(II)1<稚5且H<(2一；国)丢。
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5．1引言

5迭代矩阵特征值模的上界

对于大多数的大型线性方程组，求其精确解是几乎不可能的事情，所以通常采

用迭代法求其近似解。能否精确并迅速的求得近似解z‘，取决于设计的算法的好坏。

因此衡量一个算法的好与坏就显的尤为重要了。迭代矩阵特征值模的上界是衡量算

法优劣的重要尺度之一，因此对迭代矩阵特征值模的上界的研究具有重要意义。

Ax=6
． (5．1．1)

其中A是n阶复矩阵(通常为非奇异矩阵)，x为未知的门维复向量，b为已知

的n维复向量。

为求解线性方程组(5．1．1)，通常先把矩阵A分裂为：

其中M为非奇异矩阵。

然后，利用迭代法：

x七+1-M4NX‘+d，k=o，1，⋯ (5．1．2)

求解此类问题。

其中D=砒曙(么)，则Jacobi迭代法的迭代矩阵．厂可表示为‘厂t D～C。

定理5．1．I【42，43】设M=(％)∈D，Ⅳ=(％)∈M。(c)，则有：

纵州陲糍。
定理5．1．2[44】设M=(％)∈DD，Ⅳ=(％)∈M。(c)，则有：

№。Ⅳ)卜攀学，
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其中么=I％％I_墨(膨)■(必)，

其中

B=lm，，njjl+lni，，‰I+墨(M)t(Ⅳ)+R(Ⅳ)弓(M)，

c=l_，％I一墨(Ⅳ)吩(Ⅳ)。

定理5．1．3【45】设M=(m,j)e DD，Ⅳ=(％)∈坂(c)，则有

2P,’

只’=I％％I-Ri(M)Rj(M)，

￡’=I％，no+n,，％J+置(M)乃(Ⅳ)+R(Ⅳ)B(M)，

E’=_[h％I+置(Ⅳ)吩(Ⅳ)]。
在下面两节中，我们基于严格双口对角占优矩阵用两种方法给出其迭代矩阵特

征值模的估计。

5．2主要结论(一)

引理5．2．1【5】设么=(％)∈M。(c)，如果矩阵A满足么∈肋(口)，则矩阵A是
非奇H矩阵。

引理5．2．2【46】设么=(吩)∈鸭(c)，则矩阵A的特征值分布在以下区域内：

出沁c：卜％忙ajs]<R,(A)Rj(A)}。
定理5．2．1设必=(％)∈∞(口)，Ⅳ=(嘞)∈坂(c)，则有：妒Ⅳ)陲宰B'+～lB,2_4AC'

其中A=]mi，％卜只，口(M)Pj，。(M)，

召’=Ira，，11ii+rl，，埘∥I+c，口(M)Pj，。(Ⅳ)+只，a(Ⅳ)弓，口(M)，

37
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c’=一[1嘿，％I+置。(Ⅳ)e，辟(Ⅳ)]。

证明：因为M∈DD(a)，由引理5．1．1我们知道，矩阵M是非奇异的，所以

(5．1．2)式迭代法是可行的。不失一般性，不妨设见为迭代矩阵硝。1N的任一特征根，

则有：

det(21-M一1Ⅳ1=o，
即：

det(AM-N)=0。

如果兄M一Ⅳ∈DD(a)，由双口对角占优矩阵的定义和引理5．1．1，得：

I五％，一％川五，％一％I>e，。(五M一Ⅳ)e，口(AM一Ⅳ)，i,j e<n>(i c j)，(5．2．1)

由(5．2．I)式知，名不是迭代矩阵M。N的特征根。

特别的，如果对于Vi，J∈<，z>(f≠歹)满足：

(1％，％I)l允12一(I他，％+％％I)|力I．1％，％I>[ale,。。(M)+只，。(Ⅳ)][H弓，。(M)+弓，。(Ⅳ)]

力不是迭代矩阵M一1N的特征根。如果名是迭代矩阵M。1N的特征，则至少需要存在

一对(，，／)，i,j∈<刀>(f≠歹)满足：

(I％％1)H2一(I％，勃+％％1)H—h％l≤[例P，。(M)+P，口(Ⅳ)][He，。(M)+弓，。(Ⅳ)]，
即：

彳l力12一B’I兄l+c’≤o (5．2．2)

对于不等式(5．2．2)，因为A>O,B’≥o和C’≤o，判别式△-B’2—4AC’≥0，

所以不等式(5．2．2)的解满足：

—B—'-——、／—B芝aj-_4一AC'≤1名l≤—B—'+——～I—B三aj-—4一AC'，‘歹∈<嚣>(f≠歹)。2么
‘

2彳
～

、 叫

因为名为迭代矩阵M4Ⅳ的任一特征值，所以得：
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证毕。

5。3主要结果(--)

附啡攀譬B'+～]B'Z-4AC'。

定理5．3．1设膨=(％)∈肋(口)，N=(nij)e M,,(C)，则有

陬∥啦黟卜(22+4Qz2-4Q1Q3：，·Qs-、／QsE-4Q4Q6}}2-Q-4 ，

其中

QI=In，，％f-只，。(M)Pj，。(M)，

02=Ira，，％I+l刀，，，，ol+只，口(M)Pj，。(Ⅳ)+#，口(N)Pj，。(M)，

03=I％，％l-只，。(N)Pj，口(Ⅳ)，

Q=k，聊∥I+￡，。(M)乞，口(M)，

Q5=l朋，，％I+h，mjj[-P,，。(M)Pj，口(Ⅳ)一只，口(N)Pj，。(M)，

Q6=I吩，％I+只，。(Ⅳ)弓，口(Ⅳ)。

(注：如果有Q2—4Q骁如，我们则取垒孥=+∞．]。
证明：因为M∈DD(otl，由引理5．1．1知，M是非奇异矩阵。不失一般性，不

妨设五为迭代矩阵M一1Ⅳ的任一特征值，则有：

det(AI-M’1Ⅳ1=0，
即：

det(AM一Ⅳ)=o。

进一步，当2M—N∈DD(et)，由定义和引理5．1．1，得到：
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2m，，一_川力朋口一％l>只，口(兄M一Ⅳ)e。口(AM-N)，i,j e<疗>(，≠／)，

则旯不是迭代矩阵M。1N的特征值。特别的，如果对Vi，_『E<n>，f≠j『满足：

(HI％I_It／im(HI，％l—I％I)I>[1五l e，。(M)+只，。(Ⅳ)][He，口(M)+e，口(Ⅳ)]，

名不是迭代矩阵M一1Ⅳ的特征值。因此，如果五是迭代矩阵M。1Ⅳ的特征值，则至少

需要存在一对‘／∈<／,／>(f≠／)满足：

即：

I(⋯％H％m(⋯％I-|％1)|<[HP，。(M)+只，口(N)']E2 Pj，。(M)+乞，。(Ⅳ)]，

(h％|-只，。(M)Pj，。(M))W一(J％％|+I％，％|+只，。(M)Pj，口(Ⅳ)+￡，。(N)Pj，。(肘))k

或

+I_，-∥l-e,，。(N)Pj，。(Ⅳ)≤o (5．3．1)

(I历。，％I+e，。(M)弓，。(M))IZl2一(1鸭，％I+I％，％I一只，。(M)Pj，。(Ⅳ)一只，。(N)Pj，口(M))1五

+[k％I+置口(N)Pj，口(Ⅳ)]≥o。

不等式(5．3．1)，可化简为：

Ql五12一Ql五l+Q≤o。

(5．3．2)

(5．3．3)

因为M∈DD(口)，Q=In，，所∥I一只，口(M)Pj，口(M)>o且02>0，Q3>0， 判别式

△=Q22—4Q1Q3≥0，因此不等式(5．3．3)的解满足：

2Q

对于不等式(5．3．2)，可化简为：

斗l≤峄
Q4 l五12一g I允I+Q6≥o，

因为Q4=lm，，，％I+c，。(M)Pj，。(M)>o，此时分两种情况讨论：

(5．3．4)

情况1：如果判别式△<o，不等式(5．3．4)的解是全体复数，即：2 eC。

40
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情{，cI 2：卿果判别式A≥0，个，寺瓦【5·3·4J明肼俩疋：

悱I—Qs-1、／Q5百2-_4Q一4Q6或怍—Q5+14Q5西2_-4(2—4(26。。 弛 。。2Q4

综合以上的分析，我们z．。，10：H≤m{峄，呼jI-。【注：如果有Q52—4Q4Q<o，我们则取垒孥斟oo．)。
又因为名是迭代矩阵M4N的任一特征值，所以：

陬椭)I<{茅卜(22+4(22z-4Q,Q3：，·Qs-4QsZ-4Q4Q6}}--2-西 。

5．4数值例子

^f 2(ji季三]， Ⅳ。[墨兰i]。
5．1．3来求解。但是，我们不妨口=12，则M∈肋(丢)，所以由定理5．2．1和定理5．3．1

l力(M—N)Is 7．115。

41
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M-一

1

0．5

0

O

1

0．5

0．5

0

1

。 N一

0

0．3

0

0．5

0

0

0

0．2

1

不妨设口=丢，易证：M∈DD，M∈oo(1)。
由定理5．1．2和定理5．1．3、定理5．2．1，有：

I旯(M。1N)l s1．6667。

由定理5．3．1，有：

l力(M～N，)l_<um⋯ax，{、min{o．8972，佃}，min{1．6980，o．0592}，min{1．7709，0．0840}}

=0．8972。

而事实上，由Matlab计算知：l五(M一1Ⅳ)Js 0．8765。由此可以看出由定理5．3．1得出

的结果更贴近真值。在某种情况下，由定理5．3．1所得结果比由定理5．1．2、定理5．1．3、

定理5．2．1得到的结果百精确。

42
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结论

一．本文的主要工作如下：

1．给出了非奇H矩阵的新判定条件

在3．2节，我们指出了文f81中的两点不足，并在其基础上引进一类新的具有非

零元素链的矩阵，给出了一个新的定理。在3．3节中我们基于和口对角占优矩阵给

出了判定非奇H矩阵的新定理，所得结果包括文f81的结论，扩大了定理的适用范围。

2．分析了AOR和GAOR迭代法的收敛性

在4．1节中我们以系数矩阵是严格双口对角占优矩阵为基础，研究了AOR迭代法

的收敛性，所得收敛域比由文f25，261所得的收敛域大。在4．2节中我们研究了系数

矩阵是严格和口对角占优矩阵的GAOR迭代法的收敛性，也得到了比较好的结果。

3．给出了迭代矩阵特征值模的新上界

本章主要用两种方法给出了由分裂矩阵M是双口对角占优矩阵所得的迭代矩

阵特征值模的新上界，所得结果具有更广的适用范围及更精确的估计。

二．目前还没有做的工作：

1．非奇H矩阵的判定是比较困难的，其研究方法一般是削弱条件以使定理具有更广的

适用范围。目前主要是以对角占优矩阵、和口对角占优矩阵为研究对象的，以双口对

角占优矩阵为研究对象的还很少。

2．双链口对角占优矩阵(1q川％f≥砰(彳)母卜口’(彳)群(彳)砖№’(彳))的AoR迭代法的
收敛性还没有研究。双口对角占优矩阵、双链口对角占优矩阵的GAOR迭代法的收

敛性也还值得进一步研究。
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