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第 1章 随机变量及其概率

1，写出下列试验的样本空间：

（1）连续投掷一颗骰子直至 6个结果中有一个结果出现两次，记录

投掷的次数。

（2）连续投掷一颗骰子直至 6个结果中有一个结果接连出现两次，

记录投掷的次数。

（3）连续投掷一枚硬币直至正面出现，观察正反面出现的情况。

（4）抛一枚硬币，若出现 H则再抛一次；若出现 T，则再抛一颗骰

子，观察出现的各种结果。

解：（1） }7,6,5,4,3,2{=S ；（2） },4,3,2{ ⋯=S ；（3） },,,,{ ⋯TTTHTTHTHHS = ；

（4） }6,5,4,3,2,1,,{ TTTTTTHTHHS = 。

2，设 BA, 是两个事件，已知 ,125.0)(,5.0)(,25.0)( === ABPBPAP ，求

)])([(),(),(),(
______

ABBAPABPBAPBAP ∪∪ 。

解： 625.0)()()()( =−+=∪ ABPBPAPBAP ，

375.0)()(])[()( =−=−= ABPBPBASPBAP ，

875.0)(1)(
___

−−= ABPABP ，

5.0)(625.0)])([()()])([()])([(
___

=−=∪−∪=−∪=∪ ABPABBAPBAPABSBAPABBAP

3，在 100，101，…，999 这 900 个 3 位数中，任取一个 3位数，求

不包含数字 1个概率。



概率论与数理统计及其应用习题解答

2

解：在 100，101，…，999 这 900 个 3位数中不包含数字 1的 3位数

的个数为 648998 =×× ，所以所求得概率为

72.0
900
648

=

4，在仅由数字 0，1，2，3，4，5组成且每个数字之多出现一次的全

体三位数中，任取一个三位数。（1）求该数是奇数的概率；（2）求该

数大于 330的概率。

解：仅由数字 0，1，2，3，4，5组成且每个数字之多出现一次的全

体三位数的个数有 100455 =×× 个。（1）该数是奇数的可能个数为

48344 =×× 个，所以出现奇数的概率为

48.0
100
48

=

（2）该数大于 330 的可能个数为 48454542 =×+×+× ，所以该数大于

330 的概率为

48.0
100
48

=

5，袋中有 5只白球，4只红球，3只黑球，在其中任取 4只，求下列

事件的概率。

（1）4只中恰有 2只白球，1只红球，1只黑球。

（2）4只中至少有 2只红球。

（3）4只中没有白球。

解: （1）所求概率为
33
8

4
12

1
3

1
4

2
5 =
C
CCC

；
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（2） 所求概率为
165
67

495
201

4
12

4
4

1
8

3
4

2
8

2
4 ==

++
C

CCCCC
；

（3）所求概率为
165
7

495
35

4
12

4
7 ==

C
C

。

6，一公司向M个销售点分发 )( Mnn < 张提货单，设每张提货单分发给

每一销售点是等可能的，每一销售点得到的提货单不限，求其中某一

特定的销售点得到 )( nkk ≤ 张提货单的概率。

解：根据题意， )( Mnn < 张提货单分发给M个销售点的总的可能分法

有 nM 种，某一特定的销售点得到 )( nkk ≤ 张提货单的可能分法有

knk
n MC −− )1( 种，所以某一特定的销售点得到 )( nkk ≤ 张提货单的概率为

n

knk
n

M
MC −− )1(

。

7，将 3只球（1~3号）随机地放入 3只盒子（1~3号）中，一只盒子

装一只球。若一只球装入与球同号的盒子，称为一个配对。

（1）求 3只球至少有 1只配对的概率。

（2）求没有配对的概率。

解：根据题意，将 3只球随机地放入 3 只盒子的总的放法有 3！=6

种：123，132，213，231，312，321；没有 1只配对的放法有 2种：

312，231。至少有 1只配对的放法当然就有 6-2=4 种。所以

（2）没有配对的概率为
3
1

6
2
= ；

（1）至少有 1只配对的概率为
3
2

3
1

1 =− 。
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8，（1）设 ,1.0)(,3.0)(,5.0)( === ABPBPAP ，求 )|(),|(),|( BAAPABPBAP ∪ ,

)|(),|( ABAPBAABP ∪ .

（2）袋中有 6只白球，5只红球，每次在袋中任取 1只球，若取到

白球，放回，并放入 1只白球；若取到红球不放回也不放入另外的球。

连续取球 4次，求第一、二次取到白球且第三、四次取到红球的概率。

解：（1）由题意可得 7.0)()()()( =−+=∪ ABPBPAPBAP ，所以

3
1

3.0
1.0

)(
)()|( ===

BP
ABPBAP ，

5
1

5.0
1.0

)(
)()|( ===

AP
ABPABP ，

7
5

)(
)(

)(
)]([)|( =

∪
=

∪
∪

=∪
BAP

AP
BAP
BAAPBAAP ，

7
1

)(
)(

)(
)]([)|( =

∪
=

∪
∪

=∪
BAP

ABP
BAP
BAABPBAABP ，

1
)(
)(

)(
)]([)|( ===

ABP
ABP

ABP
ABAPABAP 。

（2）设 )4,3,2,1( =iAi 表示“第 i次取到白球”这一事件，而取到红球可

以用它的补来表示。那么第一、二次取到白球且第三、四次取到红球

可以表示为 4321 AAAA ，它的概率为（根据乘法公式）

)|()|()|()()( 32142131214321 AAAAPAAAPAAPAPAAAAP =

0408.0
20592
840

12
4

13
5

12
7

11
6

==×××= 。

9，一只盒子装有 2只白球，2只红球，在盒中取球两次，每次任取

一只，做不放回抽样，已知得到的两只球中至少有一只是红球，求另

一只也是红球的概率。

解：设“得到的两只球中至少有一只是红球”记为事件 A，“另一只
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也是红球”记为事件B。则事件 A的概率为

6
5

3
1

4
2

3
2

4
2

2)( =×+××=AP （先红后白，先白后红，先红后红）

所求概率为

5
1

6
5
3
1

4
2

)(
)()|( =

×
==

AP
ABPABP

10，一医生根据以往的资料得到下面的讯息，他的病人中有 5%的人

以为自己患癌症，且确实患癌症；有 45%的人以为自己患癌症，但实

际上未患癌症；有 10%的人以为自己未患癌症，但确实患了癌症；最

后 40%的人以为自己未患癌症，且确实未患癌症。以 A表示事件“一

病人以为自己患癌症”，以B表示事件“病人确实患了癌症”，求下列

概率。

（1） )(),( BPAP ；（2） )|( ABP ；（3） )|( ABP ；（4） )|( BAP ；（5） )|( BAP 。

解：（1）根据题意可得

%50%45%5)()()( =+=+= BAPABPAP ；

%15%10%5)()()( =+=+= ABPBAPBP ；

（2）根据条件概率公式： 1.0
%50
%5

)(
)()|( ===

AP
ABPABP ；

（3） 2.0
%501

%10
)(
)()|( =

−
==

AP
ABPABP ；

（4）
17
9

%151
%45

)(
)()|( =

−
==

BP
BAPBAP ；

（5）
3
1

%15
%5

)(
)()|( ===

BP
ABPBAP 。
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11，在 11张卡片上分别写上 engineering这 11个字母，从中任意连抽

6张，求依次排列结果为 ginger 的概率。

解：根据题意，这 11个字母中共有 2个 g，2 个 i，3个 n，3个 e，

1个 r。从中任意连抽 6张，由独立性，第一次必须从这 11张中抽出

2个 g中的任意一张来，概率为 2/11；第二次必须从剩余的 10张中

抽出 2个 i中的任意一张来，概率为 2/10；类似地，可以得到 6次抽

取的概率。最后要求的概率为

9240
1

332640
36

6
1

7
3

8
1

9
3

10
2

11
2

==××××× ；或者
9240
1

6
11

1
1

1
3

1
1

1
3

1
2

1
2 =

A
CCCCCC

。

12，据统计，对于某一种疾病的两种症状：症状 A、症状 B，有 20%

的人只有症状 A，有 30%的人只有症状 B，有 10%的人两种症状都有，

其他的人两种症状都没有。在患这种病的人群中随机地选一人，求

（1）该人两种症状都没有的概率；

（2）该人至少有一种症状的概率；

（3）已知该人有症状 B，求该人有两种症状的概率。

解：（1）根据题意，有 40%的人两种症状都没有，所以该人两种症状

都没有的概率为 %40%10%30%201 =−−− ；

（2）至少有一种症状的概率为 %60%401 =− ；

（3）已知该人有症状 B，表明该人属于由只有症状 B的 30%人群或

者两种症状都有的 10%的人群，总的概率为 30%+10%=40%，所以在

已知该人有症状 B的条件下该人有两种症状的概率为
4
1

%10%30
%10

=
+

。
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13，一在线计算机系统，有 4条输入通讯线，其性质如下表，求一随

机选择的进入讯号无误差地被接受的概率。

通讯线 通讯量的份额 无误差的讯息的份额

1 0.4 0.9998
2 0.3 0.9999
3 0.1 0.9997
4 0.2 0.9996

解：设“讯号通过通讯线 i进入计算机系统”记为事件 )4,3,2,1( =iAi ，

“进入讯号被无误差地接受”记为事件 B。则根据全概率公式有

9996.02.09997.01.09999.03.09998.04.0)|()()(
4

1

×+×+×+×==∑
=i

ii ABPAPBP

=0.99978

14，一种用来检验 50岁以上的人是否患有关节炎的检验法，对于确

实患关节炎的病人有 85%的给出了正确的结果；而对于已知未患关节

炎的人有 4%会认为他患关节炎。已知人群中有 10%的人患有关节炎，

问一名被检验者经检验，认为他没有关节炎，而他却有关节炎的概率。

解：设“一名被检验者经检验认为患有关节炎”记为事件 A，“一名

被检验者确实患有关节炎”记为事件B。根据全概率公式有

%1.12%4%90%85%10)|()()|()()( =×+×=+= BAPBPBAPBPAP ，

所以，根据条件概率得到所要求的概率为

%06.17
%1.121
%)851%(10

)(1
)|()(

)(
)()|( =

−
−

=
−

==
AP
BAPBP

AP
ABPABP

即一名被检验者经检验认为没有关节炎而实际却有关节炎的概率为

17.06%.



概率论与数理统计及其应用习题解答

8

15，计算机中心有三台打字机A,B,C，程序交与各打字机打字的概率

依次为 0.6, 0.3, 0.1，打字机发生故障的概率依次为 0.01, 0.05, 0.04。

已知一程序因打字机发生故障而被破坏了，求该程序是在A,B,C上打

字的概率分别为多少？

解：设“程序因打字机发生故障而被破坏”记为事件M，“程序在A,B,C

三台打字机上打字”分别记为事件 321 ,, NNN 。则根据全概率公式有

025.004.01.005.03.001.06.0)|()()(
3

1

=×+×+×==∑
=i

ii NMPNPMP ，

根据 Bayes公式，该程序是在A,B,C 上打字的概率分别为

24.0
025.0

01.06.0
)(

)|()()|( 11
1 =

×
==

MP
NMPNPMNP ，

60.0
025.0

05.03.0
)(

)|()()|( 22
2 =

×
==

MP
NMPNPMNP ，

16.0
025.0

04.01.0
)(

)|()(
)|( 33

3 =
×

==
MP

NMPNP
MNP 。

16，在通讯网络中装有密码钥匙，设全部收到的讯息中有 95%是可信

的。又设全部不可信的讯息中只有 0.1%是使用密码钥匙传送的，而

全部可信讯息是使用密码钥匙传送的。求由密码钥匙传送的一讯息是

可信讯息的概率。

解：设“一讯息是由密码钥匙传送的”记为事件 A，“一讯息是可信

的”记为事件 B。根据 Bayes公式，所要求的概率为

%9947.99
%1.0%51%95

1%95
)|()()|()(

)|()(
)(
)()|( =

×+×
×

=
+

==
BAPBPBAPBP

BAPBP
AP
ABPABP
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17，将一枚硬币抛两次，以A,B,C 分别记事件“第一次得 H”，“第二

次得 H”，“两次得同一面”。试验证A 和 B，B和 C，C和 A分别相

互独立（两两独立），但A,B,C不是相互独立。

解：根据题意，求出以下概率为

2
1)()( == BPAP ，

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1)( =×+×=CP ；

4
1

2
1

2
1)( =×=ABP ，

4
1

2
1

2
1)()( =×== CAPBCP ，

4
1

2
1

2
1)( =×=ABCP 。

所以有

)()()( BPAPABP = ， )()()( CPAPACP = ， )()()( CPBPBCP = 。

即表明 A和 B，B和 C，C和A两两独立。但是

)()()()( CPBPAPABCP ≠

所以A,B,C不是相互独立。

18，设A,B,C 三个运动员自离球门 25 码处踢进球的概率依次为 0.5,

0.7, 0.6，设A,B,C 各在离球门 25 码处踢一球，设各人进球与否相互

独立，求（1）恰有一人进球的概率；（2）恰有二人进球的概率；（3）

至少有一人进球的概率。

解：设“A,B,C进球”分别记为事件 )3,2,1( =iN i 。

（1）设恰有一人进球的概率为 1p ，则

}{}{}{ 3213213211 NNNPNNNPNNNPp ++=

)()()()()()()()()( 321321321 NPNPNPNPNPNPNPNPNP ++= （由独立性）

6.03.05.04.07.05.04.03.05.0 ××+××+××=
29.0=
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（2）设恰有二人进球的概率为 2p ，则

}{}{}{ 3213213212 NNNPNNNPNNNPp ++=

)()()()()()()()()( 321321321 NPNPNPNPNPNPNPNPNP ++= （由独立性）

6.03.05.06.07.05.04.07.05.0 ××+××+××=
44.0=

（3）设至少有一人进球的概率为 3p ，则

}{1 3213 NNNPp −= )()()(1 321 NPNPNP−= 4.03.05.01 ××−= 94.0= 。

19，有一危重病人，仅当在 10 分钟之内能有一供血者供给足量的

A-RH+血才能得救。设化验一位供血者的血型需要 2分钟，将所需的

血全部输入病人体内需要 2分钟，医院只有一套验血型的设备，且供

血者仅有 40%的人具有该型血，各人具有什么血型相互独立。求病人

能得救的概率。

解：根据题意，医院最多可以验血型 4次，也就是说最迟可以第 4个

人才验出是 A-RH+型血。问题转化为最迟第 4个人才验出是 A-RH+

型血的概率是多少？因为

第一次就检验出该型血的概率为 0.4；

第二次才检验出该型血的概率为 0.6×0.4=0.24；

第三次才检验出该型血的概率为 0.62×0.4=0.144；

第四次才检验出该型血的概率为 0.63×0.4=0.0864；

所以病人得救的概率为 0.4+0.24+0.144+0.0864=0.8704
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1

第 20 题

54

3

2

20，一元件（或系统）能正常工作的概率称为元件（或系统）的可靠

性。如图设有 5个独立工作的元件 1，2，3，4，5按先串联再并联的

方式连接，设元件的可靠性均为 p，试求系统的可靠性。

解：设“元件 i能够正常工作”记为事件 )5,4,3,2,1( =iAi 。

那么系统的可靠性为

)()()()}()(){( 5432154321 AAPAPAAPAAAAAP ++=∪∪

)()()()( 543215435421321 AAAAAPAAAPAAAAPAAAP +−−−

)()()()()()()()()()()()( 542132154321 APAPAPAPAPAPAPAPAPAPAPAP −−++=

)()()()()()()()( 54321543 APAPAPAPAPAPAPAP +−

534322 ppppppp +−−−++=

5432 22 ppppp +−−+=

21，用一种检验法检测产品中是否含有某种杂质的效果如下。若真含

有杂质检验结果为含有的概率为 0.8；若真不含有杂质检验结果为不

含有的概率为 0.9，据以往的资料知一产品真含有杂质或真不含有杂

质的概率分别为 0.4，0.6。今独立地对一产品进行了 3次检验，结果

是 2次检验认为含有杂质，而一次检验认为不含有杂质，求此产品真

含有杂质的概率。（注：本题较难，灵活应用全概率公式和 Bayes 公式）

解：设“一产品真含有杂质”记为事件 A，“对一产品进行 3次检验，

结果是 2次检验认为含有杂质，而 1次检验认为不含有杂质”记为事

件 B。则要求的概率为 )|( BAP ，根据 Bayes 公式可得

)|()()|()(
)|()()|(

ABPAPABPAP
ABPAPBAP

+
=
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又设“产品被检出含有杂质”记为事件C，根据题意有 4.0)( =AP ，而

且 8.0)|( =ACP ， 9.0)|( =ACP ，所以

384.0)8.01(8.0)|( 22
3 =−××= CABP ； 027.09.0)9.01()|( 22

3 =×−×= CABP

故，

9046.0
1698.0
1536.0

027.06.0384.04.0
384.04.0

)|()()|()(
)|()()|( ==

×+×
×

=
+

=
ABPAPABPAP

ABPAPBAP

（第 1 章习题解答完毕）

第 2章 随机变量及其分布

1，设在某一人群中有 40%的人血型是 A型，现在在人群中随机地选人来验血，直至发现血型是 A 型的人

为止，以 Y 记进行验血的次数，求 Y的分布律。

解：显然，Y 是一个离散型的随机变量，Y取 k 表明第 k个人是 A 型血而前 1−k 个人都不是 A 型血，因

此有

11 6.04.0)4.01(4.0}{ −− ×=−×== kkkYP ， （ ⋯,3,2,1=k ）

上式就是随机变量 Y 的分布律（这是一个几何分布）。

2，水自 A 处流至 B处有 3个阀门 1，2，3，阀门联接方式如图所示。当信号发出时各阀门以 0.8的概率打

开，以 X 表示当信号发出时水自 A流至 B的通路条数，求 X 的分布律。设各阀门的工作相互独立。

解： X 只能 取值 0， 1， 2。设 以 )3,2,1( =iAi 记第 i 个阀 门没有 打开这 一事件 。则

)}(){()}({}0{ 3121321 AAAAPAAAPXP ∪=∪==

)()()()()()()(}{}{}{ 32131213213121 APAPAPAPAPAPAPAAAPAAPAAP −+=−+=

072.0)8.01()8.01()8.01( 322 =−−−+−= ，

类似有 512.08.0)()}({}2{ 3
321321 ===== AAAPAAAPXP ，

416.0}2{}0{1}1{ ==−=−== XPXPXP ,综上所述，可得分布律为

X 0 1 2

}{ kXP =
0.072 0.512 0.416 A B

2

1

3
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3,据信有 20%的美国人没有任何健康保险，现任意抽查 15个美国人，以 X表示 15个人中无任何健康保险

的人数（设各人是否有健康保险相互独立）。问 X 服从什么分布？写出分布律。并求下列情况下无任何健

康保险的概率：（1）恰有 3人；（2）至少有 2人；（3）不少于 1人且不多于 3人；（4）多于 5人。

解：根据题意，随机变量 X 服从二项分布 B(15, 0.2)，分布律为

15,2,1,0,8.02.0)( 15
15 ⋯=××== − kCkXP kkk

。

（1） ,2501.08.02.0)3( 1233
15 =××== CXP

（2） 8329.0)0()1(1)2( ==−=−=≥ XPXPXP ；

（3） 6129.0)3()2()1()31( ==+=+==≤≤ XPXPXPXP ；

（4） )2()3()4()5(1)5( =−=−=−=−=> XPXPXPXPXP

0611.0)0()1( ==−=− XPXP

4，设有一由 n个元件组成的系统，记为 ][/ Gnk ，这一系统的运行方式是当且仅当 n个元件中至少有

k )0( nk ≤< 个元件正常工作时，系统正常工作。现有一 ][5/3 G 系统，它由相互独立的元件组成，设

每个元件的可靠性均为 0.9，求这一系统的可靠性。

解：对于 ][5/3 G 系统，当至少有 3个元件正常工作时，系统正常工作。而系统中正常工作的元件个数 X

服从二项分布 B(5, 0.9)，所以系统正常工作的概率为

99144.01.09.0)(
5

3

5
5

5

3
=××== ∑∑

=

−

= k

kkk

k
CkXP

5，某生产线生产玻璃制品，生产过程中玻璃制品常出现气泡，以至产品成为次品，设次品率为 0.001，现

取 8000件产品，用泊松近似，求其中次品数小于 7的概率。（设各产品是否为次品相互独立）

解：根据题意，次品数 X 服从二项分布 B(8000, 0.001)，所以

∑
=

−×=≤=<
6

0

8000
8000 999.0001.0)6()7(

k

kkkCXPXP

3134.0
!

8
!
)001.08000( 6

0

86

0

001.08000

==
×

≈ ∑∑
=

−

=

×−

k

k

k

k

k
e

k
e

（查表得）。

6，（1）设一天内到达某港口城市的油船的只数 X~ )10(π ，求 }15{ >XP

（2）已知随机变量 X~ )(λπ ，且有 5.0}0{ =>XP ，求 }2{ ≥XP 。

解：（1） 0487.09513.01}15{1}15{ =−=≤−=> XPXP ；
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（2）根据 5.01}0{1}0{ =−==−=> −λeXPXP ，得到 2ln=λ 。所以

1534.02/)2ln1(5.01}1{}0{1}2{ ≈−=−−==−=−=≥ −λλeXPXPXP 。

7，一电话公司有 5名讯息员，各人在 t分钟内收到讯息的次数 )2(~ tX π （设各人收到讯息与否相互独

立）。（1）求在一给定的一分钟内第一个讯息员未收到讯息的概率。（2）求在给定的一分钟内 5个讯息员恰

有 4人未收到讯息的概率。（3）写出在一给定的一分钟内，所有 5个讯息员收到相同次数的讯息的概率。

解：在给定的一分钟内，任意一个讯息员收到讯息的次数 )2(~ πX 。

（1） 1353.0}0{ 2 ≈== −eXP ；

（2）设在给定的一分钟内 5个讯息员中没有收到讯息的讯息员人数用 Y 表示，则 Y~ B(5, 0.1353)，所以

00145.0)1353.01(1353.0}4{ 44
5 =−×== CYP 。

（3）每个人收到的讯息次数相同的概率为

( )∑∑
∞

=

−∞

=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0
5

10

0

52

!
32

!
2

k

k

k

k

k
e

k
e

8，一教授当下课铃打响时，他还不结束讲解。他常结束他的讲解在铃响后的一分钟以内，以 X表示铃响

至结束讲解的时间。设 X的概率密度为

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
他其

10
0

)(
2 xkx

xf ，（1）确定 k；（2）求 }
3
1{ ≤XP ；

（3）求 }
2
1

4
1{ ≤≤ XP ；（4）求 }

3
2{ >XP 。

解：（1）根据
3

)(1
1

0

2 k
dxkxdxxf === ∫∫

+∞

∞−

，得到 3=k ；

（2）
27
1

3
13}

3
1{

33/1

0

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==≤ ∫ dxxXP ；

（3）
64
7

4
1

2
13}

2
1

4
1{

332/1

4/1

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==≤≤ ∫ dxxXP ；

（4）
27
19

3
213}

3
2{

31

3/2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−==> ∫ dxxXP 。

9，设随机变量 X的概率密度为

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
他其

100
0

003.0
)(

2 xx
xf ，求 t的方程 04522 =−++ XXtt

有实根的概率。
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解：方程 04522 =−++ XXtt 有实根表明 0)45(44 2 ≥−−=∆ XX ，即 0452 ≥+− XX ，

从而要求 4≥X 或者 1≤X 。因为

001.0003.0}1{
1

0

2 ==≤ ∫ dxxXP ， 936.0003.0}4{
10

4

2 ==≥ ∫ dxxXP

所以方程有实根的概率为 0.001+0.936=0.937.

10，设产品的寿命 X（以周计）服从瑞利分布，其概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≥

=
−

他其

0

0
100)(

200/2 xex
xf

x

（1） 求寿命不到一周的概率；

（2） 求寿命超过一年的概率；

（3） 已知它的寿命超过 20周，求寿命超过 26周的条件概率。

解：（1） 00498.01
100

}1{ 200/1
1

0

200/2 ≈−==< −−∫ edxe
x

XP x
；

（2） 000001.0
100

}52{ 200/2704

52

200/2 ≈==> −
+∞

−∫ edxexXP x ；

（3） 25158.0

100

100
}20{
}26{}2026{ 200/276

20

200/

26

200/

2

2

≈==
>
>

=>> −
∞+

−

+∞
−

∫

∫
e

dxex

dxex

XP
XPXXP

x

x

。

11，设实验室的温度 X（以 C� 计）为随机变量，其概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−−=

他其

21

0

)4(
9
1

)(
2 xxxf

（1） 某种化学反应在温度 X >1时才能发生，求在实验室中这种化学反应发生的概率。

（2） 在 10个不同的实验室中，各实验室中这种化学反应是否会发生时相互独立的，以 Y 表示 10个实

验室中有这种化学反应的实验室的个数，求 Y 的分布律。

（3） 求 }2{ =YP ， }2{ ≥XP 。

解：（1） ∫ =−=>
2

1

2

27
5)4(

9
1}1{ dxxXP ；

（2）根据题意 )
27
5

,10(~ BY ，所以其分布律为
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10,2,1,0,
27
22

27
5

)(
10

10 ⋯=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛×⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛×==

−

kCkYP
kk

k

（3） 2998.0
27
22

27
5

)2(
82

2
10 =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛×⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛×== CYP ，

5778.0)1()0(1)2( ==−=−=≥ YPYPYP 。

12，（1）设随机变量 Y 的概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
≤<
≤<−

+=
他其

10
01

0
2.0
2.0

)( y
y

Cyyf

试确定常数 C，求分布函数 )(yF ，并求 }5.00{ ≤≤ YP ， }1.0|5.0{ >> YYP 。

（2）设随机变量 X 的概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
≤≤
<<

=
他其

42
20

0
8/
8/1

)( x
x

xxf

求分布函数 )(xF ，并求 }31{ ≤≤ xP ， }3|1{ ≤≥ XXP 。

解：（1）根据
2

4.0)2.0(2.0)(1
1

0

0

1

C
dyCydydyyf +=++== ∫∫∫

−

+∞

∞−

，得到 2.1=C 。

1

10

01

1

)2.12.0(2.0

)2.12.0(2.0

2.0

0

)()(

0

1

1

0

0

1 0

1

≥

<≤

<≤−

−<

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++

++==

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

−

−

−

∞−

y

y

y

y

dyydy

dyydy

dy

dyyfyF
y

y

y

1
10
01

1

1
2.02.06.0

)1(2.0
0

2

≥
<≤
<≤−
−<

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

++
+

=

y
y
y

y

yy
y

25.02.045.0)0()5.0(}0{}5.0{}5.00{ =−=−=≤−≤=≤≤ FFYPYPYP ；
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Y

Y

7106.0
226.01
45.01

)1.0(1
)5.0(1

}1.0{1
}5.0{1

}1.0{
}5.0{}1.0|5.0{ =

−
−

=
−
−

=
≤−
≤−

=
>
>

=>>
F
F

YP
YP

YP
YPYYP

（2）

4

42

20

0

88
1

88
1

8
1
0

)()(

2

0

4

2

2

0 2

0

≥

<≤

<≤

<

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+

+==

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫
∞−

x

x

x

x

dxxdx

dx
x

dx

dx

dxxfxF
x

x

x

4
42
20

0

1
16/
8/
0

2

≥
<≤
<≤

<

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

x
x
x

x

x
x

16/78/116/9)1()3(}31{ =−=−=≤≤ FFxP ；

9/7
)3(

)1()3(
}3{
}31{}3|1{ =

−
=

≤
≤≤

=≤≥
F

FF
XP
XPXXP 。

13，在集合 A={1,2,3,….,n}中取数两次，每次任取一数，作不放回抽样，以 X 表示第一次取到的数，以 Y

表示第二次取到的数，求 X 和 Y的联合分布律。并用表格形式写出当 n=3时 X 和 Y的联合分布律。

解：根据题意，取两次且不放回抽样的总可能数为 n(n-1)，因此

)1(
1},{
−

===
nn

jYiXP ，（ ji ≠ ，且 nji ≤≤ ,1 ）

当 n取 3时，
6
1},{ === jYiXP ,（ ji ≠ ，且 3,1 ≤≤ ji ）,表格形式为

X
1 2 3

1 0 1/6 1/6

2 1/6 0 1/6

3 1/6 1/6 0

14,设一加油站有两套用来加油的设备，设备 A 是加油站的工作人员操作的，设备 B是有顾客自己操作的。

A，B均有两个加油管。随机取一时刻，A，B正在使用的软管根数分别记为 X，Y，它们的联合分布律为

X
0 1 2

0 0.10 0.08 0.06

1 0.04 0.20 0.14

2 0.02 0.06 0.30

（1） 求 }1,1{ == YXP ， }1,1{ ≤≤ YXP ；

（2） 求至少有一根软管在使用的概率；

（3） 求 }{ YXP = ， }2{ =+YXP 。

解：（1）由表直接可得 }1,1{ == YXP =0.2，
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}1,1{ ≤≤ YXP =0.1+0.08+0.04+0.2=0.42

（2）至少有一根软管在使用的概率为

9.01.01}0,0{1}1{ =−===−=≥+ YXPYXP

（3） }2{}1{}0{}{ ==+==+==== YXPYXPYXPYXP =0.1+0.2+0.3=0.6

28.0}0,2{}1,1{}2,0{}2{ ===+==+====+ YXPYXPYXPYXP

15,设随机变量（X，Y）的联合概率密度为

⎩
⎨
⎧ >>

=
+−

他其，

， 0,0
0

),(
)42( yxCe

yxf
yx

试确定常数C，并求 }2{ >XP ， }{ YXP > ， }1{ <+YXP 。

解：根据 1),(
0,0

=∫∫
>> yx

dxdyyxf ，可得

8
),(1

0

4

0

2

0

)42(

00,0

CdyedxeCdyCedxdxdyyxf yxyx

yx

==== ∫∫∫∫∫∫
+∞

−
+∞

−
+∞

+−
+∞

>>

，

所以 8=C 。

4

0

4

2

2

0

)42(

22

428),(}2{ −
+∞

−
+∞

−
+∞

+−
+∞

>

====> ∫∫∫∫∫∫ edyedxedyedxdxdyyxfXP yxyx

x

；

3
2)1(2428),(}{

0

42

0

4

0

2

0

)42(

0

=−====> ∫∫∫∫∫∫∫
+∞

−−−
+∞

−+−
+∞

>

dxeedyedxedyedxdxdyyxfYXP xx
x

yx
x

yx

yx

22
1

0

4
1

0

2
1

0

)42(
1

01

)1(428),(}1{ −
−

−−
−

+−

<+

−====<+ ∫∫∫∫∫∫ edyedxedyedxdxdyyxfYXP
x

yx
x

yx

yx

。

16，设随机变量（X，Y）在由曲线 1,2/, 22 === xxyxy 所围成的区域G 均匀分布。

（1） 求（X，Y）的概率密度；

（2） 求边缘概率密度 )(),( yfxf YX 。

解：（1）根据题意，（X，Y）的概率密度 ),( yxf 必定是一常数，故由

),(
6
1),(),(1

2

2 2/

1

0

yxfdyyxfdxdxdyyxf
x

xG

=== ∫∫∫∫ ，得到

⎩
⎨
⎧ ∈

=
他其，0

),(,6
),(

Gyx
yxf 。
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（2）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<<=== ∫∫

∞+

∞− 他其

，

,0

1036),()(
2

2/

2

2

xxdydyyxfxf
x

xX ；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−
<<−

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤

<<

== ∫

∫

∫
∞+

∞− 他其，

，

，

他其，

，

，

0
15.0)1(6
5.00)2(6

0

15.06

5.006

),()(
1

2

yy
yyy

ydx

ydx

dxyxfyf
y

y

y

Y

18，设 YX , 是两个随机变量，它们的联合概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >>

=
+−

他其，

， 0,0

0
2),(

)1(
3

yxex
yxf

yx
，

（1） 求 ),( YX 关于 X 的边缘概率密度 )(xf X ；

（2） 求条件概率密度 )|(| xyf XY ，写出当 5.0=x 时的条件概率密度；

（3） 求条件概率 }5.0|1{ =≥ XYP 。

解：（1）
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
>=

== ∫∫
+∞

−+−∞+

∞− 其他,0

0,
22),()(

0

2
)1(

3

xexdyex
dyyxfxf

xyx

X 。

（2）当 0>x 时，

⎩
⎨
⎧ >

==
−

其他,0
0,

)(
),(

)|(|

yxe
xf
yxf

xyf
xy

X
XY 。

特别地，当 5.0=x 时

⎩
⎨
⎧ >

==
−

其他,0
0,5.0

)5.0|(
5.0

|

ye
xyf

y

XY 。

（3） 5.0

1

5.0

1
| 5.0)5.0|(}5.0|1{ −

+∞
−

+∞

=====≥ ∫∫ edyedyxyfXYP y
XY 。

19，（1）在第 14题中求在 0=X 的条件下Y 的条件分布律；在 1=Y 的条件下 X 的条件分布律。

（2）在 16题中求条件概率密度 )|(| xyf XY ， )|(| yxf YX ， )5.0|(| xf YX 。
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解：（1）根据公式
}0{
}0,{}0|{

=
==

===
XP
XiYPXiYP ，得到在 0=X 的条件下Y 的条件分布律

为

Y 0 1 2

}0|{ =XYP
5/12 1/3 1/4

类似地，在 1=Y 的条件下 X 的条件分布律为

X 0 1 2

}1|{ =YXP 4/17 10/17 3/17

（2）因为

⎩
⎨
⎧ ∈

=
他其，0

),(,6
),(

Gyx
yxf 。

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<<== ∫
他其

，

,0

1036)(
2

2/

2

2

xxdyxf
x

xX ；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−
<<−

=
他其，

，

，

0
15.0)1(6
5.00)2(6

)( yy
yyy

yf Y 。

所以，当 10 << x 时，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<==

其他,0

2/,2

)(
),()|(

22
2

|
xyx

xxf
yxfxyf

X
XY ；

当 5.00 << y 时，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<

−==
其他,0

2,
2
1

)(
),()|(|

yxy
yyyf

yxfyxf
Y

YX ；

当 15.0 <≤ y 时，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<
−==

其他,0

1,
1
1

)(
),()|(|

xy
yyf

yxfyxf
Y

YX ；

当 5.0=y 时，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<
−=

其他,0

15.0,
5.01

1
)|(|

x
yxf YX 。

20，设随机变量（X，Y）在由曲线 xyxy == ,2 所围成的区域G均匀分布。

（1） 写出（X，Y）的概率密度；

（2） 求边缘概率密度 )(),( yfxf YX ；

（3） 求条件概率密度 )|(| xyf XY ，并写出当 5.0=x 时的条件概率密度。
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解：（1）根据题意，（X，Y）的概率密度 ),( yxf 必定是一常数，故由

),(
3
1),(),(1

2

1

0

yxfdyyxfdxdxdyyxf
x

xG

=== ∫∫∫∫ ，得到

⎩
⎨
⎧ ∈

=
他其，0

),(,3
),(

Gyx
yxf 。

（2）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<<−=== ∫∫

∞+

∞− 他其

，

,0

10)(33),()(
2

2

xxxdydyyxfxf
x

xX ；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ <<−
=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧
<<

==

∫
∫
∞+

∞− 他其，

，

他其，

，

0

10)(3

0

103

),()(

2
2 yyy

ydx

dxyxfyf

y

y

Y 。

（3）当 10 << x 时，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<

−==
其他,0

,1

)(
),()|(

2
2

|
xyx

xxxf
yxfxyf

X
XY 。

特别地，当 5.0=x 时的条件概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<

−=
其他,0

2/24/1,
122

4
)5.0|(|

yyf XY 。

21，设 ),( YX 是二维随机变量， X 的概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<

+
=

他其

，

,0

20
6

2
)( xx
xf X

且当 )20( <<= xxX 时Y的条件概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<
+
+

=
其他,0

10,
2/1

1
)|(|

y
x
xy

xyf XY ，

（1） 求 ),( YX 联合概率密度；

（2） 求 ),( YX 关于Y 的边缘概率密度；

（3） 求在 yY = 的条件下 X 的条件概率密度 )|(| yxf YX 。
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Y

解：（1）
他其

10,20

0
3

1
)|()(),( |

<<<<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

==
yxxy

xyfxfyxf XYX ；

（2）
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
<<+=

+
== ∫∫

∞+

∞− 其他0

10)1(
3
2

3
1

),()(

2

0

yydxxy
dxyxfyf Y ；

（3）当 10 << y 时，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<

+
+

==
其他,0

20,
)1(2

1

)(
),(

)|(|

x
y
xy

yf
yxf

yxf
Y

YX 。

22，（1）设一离散型随机变量的分布律为

Y -1 0 1

kp 2
θ θ−1

2
θ

又设 21 ,YY 是两个相互独立的随机变量，且 21 ,YY 都与Y 有相同的分布律。求 21 ,YY 的联合分布律。并求

}{ 21 YYP = 。

（2）问在 14题中 YX , 是否相互独立？

解：（1）由相互独立性，可得 21 ,YY 的联合分布律为

}{}{},{ 2121 jYPiYPjYiYP ===== ， 1,0,1, −=ji

结果写成表格为

2/)1(}1{}0{}1{}{ 22
21212121 θθ +−===+==+−==== YYPYYPYYPYYP

。

（ 2） 14

题中，求

出边缘分

布律为

X

0 1 2
}{ iXP =

0 0.10 0.08 0.06 0.24

1 0.04 0.20 0.14 0.38

2 0.02 0.06 0.30 0.38

}{ jYP =
0.16 0.34 0.50 1

Y1 Y2 -1 0 1

-1 4/2θ 2/)1( θθ − 4/2θ

0 2/)1( θθ − 2)1( θ− 2/)1( θθ −

1 4/2θ 2/)1( θθ − 4/2θ
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很显然， }0{}0{}0,0{ ==≠== YPXPYXP ，所以 YX , 不是相互独立。

23，设 YX , 是两个相互独立的随机变量， )1,0(~UX ，Y 的概率密度为

⎩
⎨
⎧ <<

=
其他0

2/108
)(

yy
yf Y

试写出 YX , 的联合概率密度，并求 }{ YXP > 。

解：根据题意， X 的概率密度为

⎩
⎨
⎧ <<

=
其他0

101
)(

x
xf X

所以根据独立定， YX , 的联合概率密度为

其他

2/10,10
0
8

)()(),(
<<<<

⎩
⎨
⎧

==
yxy

yfxfyxf YX 。

3
28),(}{

12/1

0

===> ∫∫∫∫
> yyx

ydxdxdxdyyxfYXP

24，设随机变量 X 具有分布律

X -2 -1 0 1 3

kp 1/5 1/6 1/5 1/15 11/30

求 12 += XY 的分布律。

解：根据定义立刻得到分布律为

Y 1 2 5 10

kp 1/5 7/30 1/5 11/30

25，设随机变量 )1,0(~ NX ，求 XU = 的概率密度。

解：设 UX , 的概率密度分别为 )(),( ufxf UX ，U 的分布函数为 )(uFU 。则

当 0≤u 时， 0}{}{)( =≤=≤= uXPuUPuFU ， 0)( =ufU ；

当 0>u 时， 1)(2}{}{}{)( −Φ=≤≤−=≤=≤= uuXuPuXPuUPuFU ，
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[ ] 2/' 22
)(2)()( u

XUU eufuFuf −===
π

。

所以，
0
0

0

2
)(

2/2

≤
>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

u
ueuf

u

U π 。

26，（1）设随机变量 X 的概率密度为

⎩
⎨
⎧ >

=
−

其他0
0

)(
xe

xf
x

求 XY = 的概率密度。

（2）设随机变量 )1,1(~ −UX ，求 2/)1( += XY 的概率密度。

（3）设随机变量 )1,0(~ NX ，求
2XY = 的概率密度。

解：设 YX , 的概率密度分别为 )(),( yfxf YX ，分布函数分别为 )(),( yFxF YX 。则

（1）当 0≤y 时， 0}{}{)( =≤=≤= yXPyYPyFY ， 0)( =yf Y ；

当 0>y 时， )(}{}{}{)( 22 yFyXPyXPyYPyF XY =≤=≤=≤= ，

[ ] 2
2)(2)()( 2' y

XYY yeyyfyFyf −=== 。

所以，
0
0

0
2)(

2

≤
>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

y
yyeyf

y

Y 。

（2）此时

⎩
⎨
⎧ <<−

=
其他0

112/1
)(

x
xf X 。

因为 )12(}12{}2/)1{(}{)( −=−≤=≤+=≤= yFyXPyXPyYPyF XY ，

故， [ ] 1121,1)12(2)()( ' <−<−=−== yyfyFyf XYY ，

所以，
其他

10
0
1

)(
<<

⎩
⎨
⎧

=
y

yf Y 。

（3）当 0>y 时， }{}{}{)( 2 yXyPyXPyYPyFY ≤≤−=≤=≤=

1)(2)()( −Φ=−Φ−Φ= yyy ，
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故， [ ] 2/'

2
1

2
1)(2)()( y

XYY e
yy

yfyFyf −===
π

。

所以，
其他

0

0
2
1

)(
2/ >

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
− ye

yyf
y

Y π 。

27，设一圆的半径 X 是随机变量，其概率密度为

⎩
⎨
⎧ <<+

=
其他0

208/)13(
)(

xx
xf

求圆面积 A 的概率密度。

解：圆面积
2XA π= ，设其概率密度和分布函数分别为 )(),( yGyg 。则

)/(}/{}{)( 2 πππ yFyXPyXPyG X=≤=≤= ， 故

[ ] 2/0,
16
3

8
3

2
1)/(

2
1)()( ' <<

+
=

+
×=== π

π
π

π
π

π
π

π
y

y
yy

y
yf

y
yGyg

所以，

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<<

+
=

其他0

40
16
3

)( π
π

π
y

y
y

yg 。

28，设随机变量 X,Y相互独立，且都服从正态分布 ),0( 2σN ，验证
22 YXZ += 的概率密度为

其他

0

0
)(

)2/(
2

22 ≥

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
− zezzf
z

Z

σ

σ 。

解：因为随机变量 X,Y相互独立，所以它们的联合概率密度为

2

22

2
22

1),( σ

πσ

yx

eyxf
+−

= 。

先求分布函数，当 0>z 时， }{}{)( 222 zYXPzZPzFZ ≤+=≤=

2

2

2

2

222

2

0

2
2

2

0

1
2
1),( σσ

π

πσ
θ

zz r

zyx

erdreddxdyyxf
−−

≤+

−=== ∫∫∫∫ ，
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故， [ ]
其他

0

0
)()(

)2/(
2'

22 ≥

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
− zez

zFzf
z

ZZ

σ

σ 。

29，设随机变量 )1,1(~ −UX ，随机变量 Y 具有概率密度
)1(

1
)( 2y
yf Y +
=
π

， +∞<<∞− y ，

设 X,Y相互独立，求 YXZ += 的概率密度。

解：因为

⎩
⎨
⎧ <<−

=
其他0

112/1
)(

x
xf X ，所以 YXZ += 的概率密度为

[ ])1arctan()1arctan(
2
1

)1(2
1)()()(

1

1
2

−−+=
+

=−= ∫∫
+

−

+∞

∞−

zzdy
y

dyyzfyfzf
z

z
XYZ ππ

。

30随机变量 X 和 Y的概率密度分别为

⎩
⎨
⎧ >

=
−

其他0
0

)(
xe

xf
x

X

λλ
，

⎩
⎨
⎧ >

=
−

其他0
0

)(
2 yye

yf
y

Y

λλ

0>λ ，X,Y相互独立。求 YXZ += 的概率密度。

解： 根据卷积公式，得

z
z

z
XYZ ezdyyedyyzfyfzf λλ λλ −−

+∞

∞−

==−= ∫∫ 2
3

0

3

2
)()()( ， 0>z 。

所以 YXZ += 的概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>=
−

其他0

0
2)(

2
3

zezyf
z

Y

λλ
。

31，设随机变量 X,Y都在(0,1)上服从均匀分布，且 X,Y 相互独立，求 YXZ += 的概率密度。

解：因为 X,Y都在(0,1)上服从均匀分布，所以

⎩
⎨
⎧ <<

=
其他0

101
)(

x
xf X ，

⎩
⎨
⎧ <<

=
其他0

101
)(

x
yf Y

根据卷积公式，得

dyyzfyfzf XYZ )()()( −= ∫
+∞

∞−

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<≤
<≤−

=<≤

≥

= ∫

∫
−

其他
其他

,0
10,
21,2

,0

10,1

1,1

0

1

1

zz
zz

zdy

zdy
z
z

。
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32，设随机变量 X,Y相互独立，它们的联合概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤>

=
−

他其，

， 20,0

0
2
3

),(
3 yxeyxf
x

（1） 求边缘概率密度 )(),( yfxf YX 。

（2） 求 },max{ YXZ = 的分布函数。

（3） 求概率 }12/1{ ≤< ZP 。

解：（1）
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
>=

==
−−∞+

∞−

∫∫
他其

，

,0

032/3),()(
3

2

0

3 xedyedyyxfxf
xx

X ；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ ≤≤
=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧
≤≤

==

∫
∫

∞
−

∞+

∞− 他其，

，

他其，

，

0

202/1

0

202/3

),()(
0

3

yydxe

dxyxfyf

x

Y 。

（2） },max{ YXZ = 的分布函数为

)()(}{}{},{}},{max{}{)( zFzFzYPzXPzYzXPzYXPzZPzF YXZ =≤≤=≤≤=≤=≤=

因为

⎩
⎨
⎧

>−
≤

= − 0,1
0,0

)( 3 xe
x

xF xX ；

2
20

0

1
2/
0

)(
>
≤≤

<

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

y
y

y
yyFY ，

所以， ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−

≤≤−

<

==
−

−

2,1

20,1
2

0,0

)()()(
3

3

ze

ze
z

z

zFzFzF
z

z
YXZ 。

（3） 2/33

4
1

2
1

4
1)2/1()1(}12/1{ −− +−=−=≤< eeFFZP ZZ 。

33，（1）一条绳子长为 l2 ，将它随机地分为两段，以 X 表示短的一段的长度，写出 X 的概率密度。

（2）两条绳子长度均为 l2 ，将它们独立地各自分成两段，以Y 表示四段绳子中最短的一段的长度，验证

Y 的概率密度为

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ <<−
=

他其，

，

0

0/)(2
)(

2 lylyl
yf Y 。
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Y

解：（1）根据题意，随机变量 ),0(~ lUX ，所以概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<=

其他0

01
)( lx

lxf X 。

（2）设这两条绳子被分成两段以后较短的那一段分别记为 21 , XX ，则它们都在 ),0( l 上服从均匀分布。

},min{ 21 XXY = ，其分布函数为

[ ][ ] ly
l
yyFyFyF XXY <<−−=−−−= 0,)1(1)(1)(11)( 2

21
，

所以密度函数为

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ <<−
==

他其，

，

0

0/)(2
)()(

2

'

lylyl
yFyf YY 。

34，设随机变量 X 和 Y的联合分布律为

（1） 求 ),max( YXU = 的分布律。

（2） 求 ),min( YXV = 的分布律。

（3） 求 YXW += 的分布律。

X
0 1 2

0 1/12 1/6 1/24

1 1/4 1/4 1/40

2 1/8 1/20 0

3 1/120 0 0

解：（1） ),max( YXU = 的分布律为

3,2,1,0},,{},{}),{max(}{ =<=+≤===== kkXkYPkYkXPkYXPkUP

如， }2,2{}2,2{}2{ <=+≤=== XYPYXPUP

120/2940/124/1020/18/1 =++++= ，

其余类似。结果写成表格形式为

U 0 1 2 3

kp 1/12 2/3 29/120 1/120

（2） ),min( YXV = 的分布律为
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2,1,0},,{},{}),{min(}{ =>=+≥===== kkXkYPkYkXPkYXPkVP

如， }2,2{}2,2{}2{ >=+≥=== XYPYXPVP 000 =+= ，

其余类似。结果写成表格形式为

U 0 1

kp 27/40 13/40

（3） YXW += 的分布律为

5,4,3,2,1,0,},{}{}{
0

=−====+== ∑
=

kikYiXPkYXPkWP
k

i

如， 12/58/14/124/1}2,{}2{
2

0

=++=−==== ∑
=i

iYiXPWP ，

其余类似。结果写成表格形式为

W 0 1 2 3

kp 1/12 5/12 5/12 1/12

（第 2章习题解答完毕）

第 3章 随机变量的数字特征

1，解：根据题意，有 1/5的可能性取到 5个单词中的任意一个。它

们的字母数分别为 4，5，6，7，7。所以分布律为

X 4 5 6 7

kp 1/5 1/5 1/5 2/5

5/29)77654(
5
1

)( =++++=XE .

2，解：５个单词字母数还是４，５，６，７，７。这时，字母数更
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多的单词更有可能被取到。分布律为

Y 4 5 6 7

kp 4/29 5/29 6/29 14/29

29/175)147665544(
29
1

)( =×+×+×+×=YE .

3，解：根据古典概率公式，取到的电视机中包含的次品数分别为 0，

1，2台的概率分别为

11
6

3
12

3
10

0 ==
C
C

p ，
22
9

3
12

2
10

1
2

1 ==
C
CC

p ，
22
1

3
12

1
10

2
2

2 ==
C
CC

p 。

所以取到的电视机中包含的次品数的数学期望为

)(
2
12

22
11

22
90

11
6

台=×+×+×=E 。

4，解：根据题意，有 1/6的概率得分超过 6，而且得分为 7的概率为

两个 1/6 的乘积（第一次 6点，第 2次 1点），其余类似；有 5/6 的概

率得分小于 6。分布律为

Y 1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 12

kp 6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

36
1

36
1

36
1

36
1

36
1

36
1

得分的数学期望为

)(
12
49)121110987(

36
1)54321(

6
1

点=++++++++++=E 。

5，解：（1）根据 )(~X λπ ，可得 }6{
!6!5

}5{
65

=====
−−

XPeeXP
λλ λλ ，因

此计算得到 6=λ ，即 )6(~X π 。所以 )(XE =6。
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（2）根据题意，按照数学期望的公式可得

2
1

1
2

1
22

1

1

1 2ln61)1(66)1(}{)1()(
πππ

=−=−==−= ∑∑∑
+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

=

−

k

k

k

k

k

k

kk
kkXkPXE ，

因此期望存在。（利用了 11,
1

)1()1ln(
0

≤<−
+

−=+ ∑
∞

=

x
n
xx

n

n
n ）（不符书上答案）

6，解：（1）一天的平均耗水量为

∫∫∫∫∫
+∞

−
+∞ −+∞

−
+∞ −+∞

∞−

−=+=−===
0

3/

0

3/

0

3/
2

0

3/2

)(2
3

2
0)(

39
)()( x

x
x

x

exddx
xe

ed
x

dx
ex

dxxxfXE

620
0

3/ =+= ∫
+∞

− dxe x （百万升）。

（2）这种动物的平均寿命为

1050)251()()(
5

2
5

2
==−== ∫∫∫

+∞+∞+∞

∞−

dx
xx

xdxxdFXE （年）。

7，解： [ ]∫∫∫ −−=−==
+∞

∞−

1

0

62
1

0

52 )1(7)1(42)()( xdxdxxxdxxxfXE

[ ] [ ] [ ] ∫∫∫ −+−−=−−=−+−−=
1

0

71

0

7
1

0

7
1

0

61

0

62 )1(2)1(2)1(2)1(14)1(7 dxxxxxxddxxxxx

=1/4。

8，解： 2ln23)ln2()/11(2)()(
2

1

2
2

1

2 −=−=−== ∫∫
+∞

∞−

xxdxxxdxxxfXE 。

9，解： ∫∫∫ −++==
−

+∞

∞−

1

0

2
0

1

2 )1(
2
3)1(

2
3)()( dxxxdxxxdxxxfXE
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0)1(
2
3

)1(
2
3 1

0

2
0

1

2 =−+−= ∫∫ dxx
x

dxx
x

。

（对第一个积分进行变量代换 yx −= ）

10， 解： ∑
=

−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −×××=

4

0

4
4 )1(

2
sin)

2
(sin

k

kkk ppCkXE ππ

)221)(1(4)1()1( 2133
4

311
4 ppppppCppC +−−=−××+−××= 。（不符书上答案）

11，解：R的概率密度函数为
⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
其他,0

0,/1
)(

axa
xf ，所以

24
1

6
)(

3

0

3 a
dr

a
r

VE
a ππ

=×= ∫ 。

12，解： ∫∫∫
+∞

−−
+∞

∞−

×+×==
4

3.0
4

0

3.02 3.0163.0)()()]([ dxedxexdxxfxgXgE xx

)584200(
9
1 2.1−−= e （不符书上答案）

13，解：因为 ),2,1( niX i ⋯= 的分布函数为
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<

=
1,1
10,
0,0

)(
x
xx
x

xF ，所以可以

求出 nYY ,1 的分布函数为

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−−

<

=
1,1

10,)1(1
0,0

)(min

y
yy

y
yF n ，

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<

=
1,1
10,
0,0

)(max

y
yy
y

yF n 。

nYY ,1 的密度函数为

⎩
⎨
⎧ <<−

=
−

其他,0
10,)1(

)(
1

min
yyn

yf
n

，
⎩
⎨
⎧ <<

=
−

其他,0
10,

)(
1

max
yny

yf
n

。

所以 nYY ,1 的数学期望为



概率论与数理统计及其应用习题解答

33

Y

1
1)1()1()1()()(

1

0

1

0

1
1

0

1
min1 +

=−−−=−== ∫∫∫∫ −−
+∞

∞− n
dyyndyyndyynydyyyfYE nnn ，

1
)()(

1

0
max +

=== ∫∫
+∞

∞− n
ndynydyyyfYE n

n 。

14，解：求出边缘分布律如下

X
0 1 2

}{ kXP =

0 3/28 9/28 3/28 15/28

1 3/14 3/14 0 12/28

2 1/28 0 0 1/28

}{ kYP = 10/28 15/28 3/28 1

2/1}{)(
2

0

===∑
=k

kXkPXE ， 4/3}{)(
2

0

===∑
=k

kYkPYE ，

14/314/311}{}{)(
2

0

2

0

=××====∑∑
= =j i

jYPiXijPXYE ，

4/128/7}{}{)()(
2

0

2

0

−=−===−=− ∑∑
= =j i

jYPiXPjiYXE ，

328/84}{}{)23()23(
2

0

2

0

====+=+ ∑∑
= =j i

jYPiXPjiYXE 。

15，解： 14/314/31}{}{),min()],[min(
2

0

2

0

=×====∑∑
= =j i

jYPiXPjiYXE ，

14/928/18}{}{
1

)]1/([
2

0

2

0

====
+

=+ ∑∑
= =j i

jYPiXP
i
jXYE 。
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16，解： 5/224),()(
1

0

2
1

0

=== ∫∫∫∫
−

×

y

RR

ydxxdydxdyyxxfXE ，

5/224),()(
1

0

2
1

0

=== ∫∫∫∫
−

×

y

RR

xdxydydxdyyxyfYE ，

15/224),()(
1

0

22
1

0

=== ∫∫∫∫
−

×

y

RR

dxyxdydxdyyxxyfXYE 。

17，解：根据题意，可得利润的分布律为

Y 2000 1000 0 -1000 -2000

kp 0.2 0.3 0.3 0.1 0.1

因此，

4001.020001.010003.010002.02000)( =×−×−×+×=YE （元）

16000001.0)2000(1.0)1000(3.010002.02000)( 22222 =×−+×−+×+×=YE

[ ] 1440000)()()( 22 =−= YEYEYD 。

18解
2

)()(
0

)2/(

0

)2/(

0

)2/(
2

2
222222 π

σ
σ

σσσ =+−=== ∫∫∫
+∞

−
∞+

−
+∞

−
+∞

∞−

dxexedxe
x

dxxxfXE xxx ，

∫∫∫
+∞

−
∞+

−
+∞

−
+∞

∞−

+−===
0

)2/(

0

)2/(2

0

)2/(
2

3
22 222222

2)()( dxxeexdxe
x

dxxfxXE xxx σσσ

σ

2

0

)2/(2 22
22

σσ σ =−=
+∞

−xe ，

[ ] 222 )2/2()()()( σπ−=−= XEXEXD ， σπ )2/2()( −=XD 。

（本题积分利用了
20

2/2 π
=∫

+∞
− dxe x ，这个结果可以从标准正态分布密度函数中得到）

19，解：
pp

ppkpkXkPXE
k

k

k

11)1(}{)(
1

2
1

1

=×=−=== ∑∑
+∞

=

−
+∞

=

，



概率论与数理统计及其应用习题解答

35

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−−+=−=== ∑∑∑∑

+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

= 1

1

1

1

1

12

1

22 )1()1)(1()1(}{)(
k

k

k

k

k

k

k
pkpkkppkpkXPkXE

pppp
p

12
)

12
( 223 −=−= ，

所以， [ ]
22

22 111)()()(
p
p

pp
XEXEXD −

=−=−= 。

本题利用了幂级数求和中先积分再求导的方法。设 ∑
+∞

=

−−=
1

1)1()(
k

kpkps ，

则
p

pdpps
k

k
p 11)1()(

11

−=−−= ∑∫
+∞

=

，所以
2

'

1

1)()(
p

dppsps
p

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ 。类似的，设

∑
+∞

=

−−+=
1

1)1)(1()(
k

kpkkpS ，则经过两次积分以后可得到
p
p 2)1( −

，在经过

两次求导得到
3

2
)(

p
pS = 。

20，解：（1）当 1>k 时，
1

1)()(
−

==== ∫∫∫
+∞+∞+∞

∞− k
kdx

x
kdx

x
kdxxxfXE k

k
k

k θθθ

θθ

。

（2）当 1=k 时， +∞== ∫
+∞

θ

θ dx
x

XE
1

)( ，即 )(XE 不存在。

（3），当 2>k 时，
2

)()(
2

1
22

−
=== ∫∫

+∞

−

+∞

∞− k
k

dx
x
k

dxxfxXE k

k θθ

θ

，

所以， [ ]
)2()1()1(2

1
)()()( 2

2

2
222

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

=−=
kk

k
k
k

k
kXEXEXD

θ
θ 。

（4）当 2=k 时， +∞=== ∫∫
+∞+∞

∞− θ

θ
dx

x
dxxfxXE

2
22 2

)()( ，所以 )(XD 不存在。

21，解：（1）根据 14题中结果，得到

56/94/32/114/3)()()(),( −=×−=−= YEXEXYEYXCov ；
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Y

因为 7/4}{)(
2

0

22 ===∑
=k

kXPkXE ， 28/27}{)(
2

0

22 ===∑
=k

kYPkYE ，

所以 [ ] 28/9)()()( 22 =−= XEXEXD ， [ ] 112/45)()()( 22 =−= YEYEYD ，

5
5

)()(
),(

−==
YDXD

YXCov
XYρ 。

（2）根据 16题结果可得：

( ) 75/25/215/2)()()(),( 2 −=−=−= YEXEXYEYXCov ；

因为 5/124),()(
1

0

3
1

0

22 === ∫∫∫∫
−

×

y

RR

ydxxdydxdyyxfxXE ，

5/124),()(
1

0

3
1

0

22 === ∫∫∫∫
−

×

y

RR

xdxydydxdyyxfyYE ，

所以， [ ] 25/1)()()( 22 =−= XEXEXD ， [ ] 25/1)()()( 22 =−= YEYEYD

75/2),(2)()()( =++=+ YXCovYDXDYXD ，

3
2

)()(
),(

−==
YDXD

YXCov
XYρ 。

（3）在第 2章 14题中，由以下结果

X
0 1 2

}{ kXP =

0 0.10 0.08 0.06 0.24

1 0.04 0.20 0.14 0.38

2 0.02 0.06 0.30 0.38

}{ kYP = 0.16 0.34 0.50 1

得到， 14.1)( =XE ， 34.1)( =YE ， 8.1)( =XYE ， 9.1)( 2 =XE ， 34.2)( 2 =YE ，

所以， 2724.0)()()(),( =−= YEXEXYEYXCov ；
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[ ] 6004.0)()()( 22 =−= XEXEXD ， [ ] 5444.0)()()( 22 =−= YEYEYD ,

4765.0
5717.0
2724.0

)()(
),(

===
YDXD

YXCov
XYρ .

22，解：根据题意有 ),(2)()()( YXCovYDXDYXD ++=+

)()(2)()( YDXDYDXD XYρ++= 116)6/1(249 =×−×++= 。

)3,4(2)3()4()43( YXCovYDXDYXD +−++=+−

),(6)(9)( YXCovYDXD −+= 516)6/1(6369 =×−×−+= 。

23，解：（1）因为 321 ,, XXX 相互独立，所以

[ ] ]168[])4[()()4( 2
332

2
2

2
32

2
1

2
32

2
1 XXXXEXXEXEXXXE +−=−=−

][16][][8][]168[ 2
332

2
2

2
332

2
2 XEXEXEXEXXXXE +−=+−=

171601 =+−= 。

（2）根据题意，可得 [ ] 3/1)()()(,2/1)( 22 =+== iiii XEXDXEXE ， 3,2,1=i 。

[ ] ]4244[)2( 233121
2
3

2
2

2
1

2
321 XXXXXXXXXEXXXE −+−++=+−

][][4][][2][][4][][4][ 233121
2

3
2

2
2
1 XEXEXEXEXEXEXEXEXE −+−++=

2
11

2
11

3
1

3
4

3
1

=−+−++= 。

24，解：因为 3/2),()(
1

0

=== ∫∫∫∫
−×

x

xRR

xdydxdxdyyxxfXE ，

0),()(
1

0

=== ∫∫∫∫
−×

x

xRR

ydydxdxdyyxyfYE ，

0),()(
1

0

=== ∫∫∫∫
−×

x

xRR

xydydxdxdyyxxyfXYE ，

所以， 0)()()(),( =−= YEXEXYEYXCov ，

即，验证了X,Y不相关。
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又因为，
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
<<=

== ∫∫ −

∞+

∞− 他其

，

,0

1021),()( xxdydyyxfxf

x

xX ；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<<−

<<+
=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤

<<−

== ∫

∫

∫
−

∞+

∞− 他其，

，

，

他其，

，

，

0
15.01
5.001

0

101

011

),()(
1

1

yy
yy

ydx

ydx

dxyxfyf
y

y

Y ，

显然， )()(),( yfxfyxf YX≠ ，所以验证了 X,Y不是相互独立的。

25，解：引入随机变量定义如下

⎩
⎨
⎧

=
个盒子个球未落入第第

个盒子个球落入第第

ii
ii

X i 0
1

则总的配对数 ∑
=

=
n

i
iXX

1

，而且因为
n

XP i
1}1{ == ，所以， )1,(~

n
nNX 。

故所以， 1
1

)( =×=
n

nXE 。

第 4章 正态分布

1，（1）设 )1,0(~ NZ ，求 }24.1{ ≤ZP ， }37.224.1{ ≤< ZP ， }24.137.2{ −≤<− ZP ；

（2）设 )1,0(~ NZ ，且 9147.0}{ =≤ aZP ， 0526.0}{ =≥ bZP ，求 ba, 。

解：（1） 8925.0)24.1(}24.1{ =Φ=≤ZP ，

0986.08925.09911.0)24.1()37.2(}24.1{}37.2{}37.224.1{ =−=Φ−Φ=≤−≤=≤< ZPZPZP

0986.0)]37.2(1[)]24.1(1[)37.2()24.1(}24.137.2{ =Φ−−Φ−=−Φ−−Φ=−≤<− ZP

（2） )37.1(9147.0}{ Φ==≤ aZP ，所以 37.1=a ；
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}{10526.0}{ bZPbZP <−==≥ ，所以 )62.1(9474.0}{ Φ==< bZP ，即 62.1=b 。

2，设 )16,3(~ NX ，求 }84{ ≤< XP ， }50{ ≤≤ XP 。

解：因为 )16,3(~ NX ，所以 )1,0(~
4
3

N
X −

。

2957.05987.08944.0)25.0()25.1(}
4
38

4
3

4
34{}84{ =−=Φ−Φ=

−
≤

−
<

−
=≤<

XPXP

4649.0)7734.01(6915.0)
4
30()

4
35(}50{ =−−=

−
Φ−

−
Φ=≤≤ XP 。

3，（1）设 )36,25(~ NX ，试确定C，使得 9544.0}25{ =≤− CXP 。

（2）设 )4,3(~ NX ，试确定C，使得 95.0}{ ≥> CXP 。

解：（1）因为 1)
6
(2)

6
()

6
(}25{}25{ −Φ=−Φ−Φ=≤−≤−=≤−

CCCCXCPCXP

所以得到 9772.0)
6

( =Φ
C ,即 0.2

6
=

C ， 0.12=C 。

（2）因为 )1,0(~
2
3

N
X −

，所以 95.0)
2
3

(1}{ ≥
−

Φ−=>
C

CXP ，即

95.0)
2

3(,05.0)
2
3( ≥

−
Φ≤

−
Φ

CC
或者 ，从而 645.1

2
3

≥
−C

， 29.0−≤C 。

4，已知美国新生儿的体重（以 g计） )575,3315(~ 2NX 。

（1）求 }25.439075.2587{ ≤≤ XP ；

（2）在新生儿中独立地选 25个，以Y表示 25 个新生儿的体重小

于 2719的个数，求 }4{ ≤YP 。

解：根据题意可得 )1,0(~
575
3315

N
X −

。

（1） )
575

331575.2587()
575

331525.4390(}25.439075.2587{ −
Φ−

−
Φ=≤≤ XP

8655.0)8962.01(9693.0)2648.1()87.1( =−−≈−Φ−Φ= （或 0.8673）

（2） 1492.0)04.1(1)
575

33152719
(}2719{ =Φ−=

−
Φ=≤XP ，
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根据题意 )1492.0,25(~ BY ，所以

6664.08508.01492.0}4{ 25
4

0
25 ≈××=≤ −

=
∑ k

k

kkCYP 。

5，设洗衣机的寿命（以年计） )3.2,4.6(~ NX ，一洗衣机已使用了 5

年，求其寿命至少为 8年的条件概率。

解：所要求的概率为

1761.0
8212.0
8554.01

)92.0(1
)06.1(1

)
3.2
4.65(1

)
3.2
4.68(1

}5{
}8{}5|8{ =

−
=

−Φ−
Φ−

≈
−

Φ−

−
Φ−

=
≥
≥

=≥≥
XP
XPXXP

6，一电路要求装两只设计值为 12欧的电阻器，而实际上装的电阻

器的电阻值（以欧计）服从均值为 11.9欧，标准差为 0.2欧的正态

分布。求（1）两只电阻器的电阻值都在 11.7欧和 12.3欧之间的概

率；（2）至少有一只电阻器大于 12.4 欧的概率（设两电阻器的电

阻值相互独立）

解 ： 设两 个电 阻 器的 电阻 值 分别 记为 随 机变 量 ,,YX 则

)04.0,9.11(~ NX ， )04.0,9.11(~ NY

（1） }3.127.11{}3.127.11{}3.127.11,3.127.11{ ≤≤≤≤=≤≤≤≤ YPXPYXP

2

)
2.0

9.117.11()
2.0

9.113.12( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

Φ−
−

Φ= [ ] 6699.08185.0)1()2( 22 ==−Φ−Φ= ；

（2）至少有一只电阻器大于 12.4欧的概率为

2

)
2.0

9.114.12(1}4.12{}4.12{1}4.12,4.12{1 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
Φ−=≤≤−=≤≤− YPXPYXP

0124.09938.01 2 ≈−= 。
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7，一工厂生产的某种元件的寿命 X（以小时计）服从均值 160=µ ，

均方差为σ 的正态分布，若要求 80.0}200120{ ≥<< XP ，允许σ 最大

为多少？

解：根据题意， )1,0(~160 NX
σ
−

。所以有

80.01)40(2)160120()160200(}200120{ ≥−Φ=
−

Φ−
−

Φ=<<
σσσ

XP ，

即， )28.1(9.0)
40
( Φ≈≥Φ
σ

，从而 25.31,28.1
40

≤≥ σ
σ

。

故允许σ 最大不超过 31.25。

8，将一温度调节器放置在储存着某种液体的容器内，调节器整定

在 Cd � ，液体的温度 X（以 C� 计）是一个随机变量，且 )5.0,(~ 2dNX ，

（1）若 90=d ，求 X小于 89 的概率；

（2）若要求保持液体的温度至少为 80 的概率不低于 0.99，问d至

少为多少？

解：因为 )5.0,(~ 2dNX ，所以 )1,0(~
5.0

NdX −
。

（1） 0228.0)2(1)2()
5.0
9089(}89{ =Φ−=−Φ=

−
Φ=<XP ；

（2）若要求 99.0}80{ ≥≥XP ，那么就有 99.0)
5.0

80
(1}80{ ≥

−
Φ−=≥

d
XP ，

即 01.0)
5.0

80( ≤
−

Φ
d

或者 )326.2(99.0)
5.0
80( Φ=≥

−
Φ
d

，从而 326.2
5.0
80

≥
−d

，

最后得到 163.81≥d ，即d至少应为 81.163。

9，设 YX , 相互独立，且 X服从数学期望为 150，方差为 9的正态分

布，Y 服从数学期望为 100，方差为 16的正态分布。
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（1）求 YXW +=1 ， YXW +−= 22 ， 2/)(3 YXW += 的分布；

（2）求 }6.242{ <+YXP ， }51252/)({ >−+YXP 。

解：根据题意 )16,100(~),9,150(~ NYNX 。

（1）根据正态分布的线性组合仍为正态分布（本书 101 页定理 2）

的性质，立刻得到

)25,250(~1 NW ， )52,200(~2 −NW ， )
4
25,125(~3 NW

（2）因为 )25,250(~1 NW ， )
4
25
,125(~3 NW ，所以

)1,0(~
5

250 NYX −+
，

( ) )1,0(~
2/5

1252/ NYX −+
。

因此 0694.0)48.1(1)
5
2506.242

(}6.242{ =Φ−=
−

Φ=<+YXP ，

}51252/)(5{1}51252/)({ ≤−+≤−−=>−+ YXPYXP

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −Φ−Φ−= )

5.2
5()

5.2
5(1

)2(22 Φ−=

0456.0=

10，（1）某工厂生产螺栓和垫圈。螺栓直径（以mm计） )2.0,10(~ 2NX ，

垫圈直径（以mm 计） )2.0,5.10(~ 2NY ， YX , 相互独立。随机地取一

只螺栓，一只垫圈，求螺栓能装入垫圈的概率。

（2）在（1）中若 )2.0,10(~ 2NX ， ),5.10(~ 2σNY ，问控制σ至多为

多少才能使螺栓能装入垫圈的概率不小于 0.90。

解：（1）根据题意可得 )08.0,5.0(~ −− NYX 。螺栓能装入垫圈的概率

为 9616.0)77.1(
08.0

)5.0(0}0{}{ =Φ≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
Φ=<−=< YXPYXP 。

（2） )04.0,5.0(~ 2σ+−− NYX ，所以若要控制
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)282.1(90.0
04.0

)5.0(0}0{}{
2

Φ=≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−−
Φ=<−=<

σ
YXPYXP ，

即要求 282.1
04.0
5.0

2
≥

+σ
，计算可得 3348.0≤σ 。表明σ至多为 0.3348

才能使螺栓能装入垫圈的概率不小于 0.90。

11,设某地区女子的身高（以m计） )025.0,63.1(~ 2NW ，男子身高（以

m计） )05.0,73.1(~ 2NM 。设各人身高相互独立。（1）在这一地区随

机选一名女子，一名男子，求女子比男子高的概率；（2）在这一地

区随机选 5 名女子，求至少有 4名的身高大于 1.60的概率；（3）

在这一地区随机选 50名女子，求这 50名女子的平均身高达于 1.60

的概率。

解：（1）因为 )003125.0,1.0(~ NWM − ，所以

0367.09633.01)79.1()
003125.0

1.00(}0{}{ =−=−Φ≈
−

Φ=<−=> WMPMWP ；

（2）随机选择的女子身高达于 1.60的概率为

8849.0)2.1()
025.0

63.160.1(1}60.1{ =Φ=
−

Φ−=>WP ，

随机选择的 5 名女子，身高大于 1.60 的人数服从二项分布

)8849.0,5(B ，所以至少有 4名的身高大于 1.60的概率为

8955.08849.0)8849.01(8849.0 55
5

44
5 =×+−×× CC

（ 3）设这 50 名女子的身高分别记为随机变量 501 , WW ⋯ ，

∑
=

=
50

150
1

i
iWW 。则 )

50
025.0,63.1(~

50
1 250

1

NWW
i

i∑
=

= ，所以这 50 名女子的平

均身高达于 1.60的概率为
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1)49.8()
50/025.0
63.160.1(1}60.1{ ≈Φ=

−
Φ−=>WP

12 ，（ 1） 设随 机 变 量 ),(~ 2σµNX ， 已知 20.0}16{ =<XP ，

90.0}20{ =<XP ，求µ和σ ；

（2） ZYX ,, 相互独立且都服从标准正态分布，求 }7623{ −<+ ZYXP 。

解：（1）由 )84.0(20.0)
16
(}16{ −Φ==

−
Φ=<

σ
µ

XP ，得到 σµ 84.016 −=− ；

)282.1(90.0)20(}20{ Φ==
−

Φ=<
σ
µXP ，得到 σµ 282.120 =− ；

联立 σµ 84.016 −=− 和 σµ 282.120 =− ，计算得到 8850.1,5834.17 == σµ 。

（ 2 ） 由 ZYX ,, 相 互独立 且都 服从 标准 正态 分布 ，得 到

)49,0(~623 NZYX −+ 。

故所以

1587.0)1(1)
7
07(}7623{}7623{ =Φ−=

−−
Φ=−<−+=−<+ ZYXPZYXP

13，一食品厂用纸质容器灌装饮料，容器的重量为 30g，灌装时将

容器放在台秤上，将饮料注入直到秤上刻度指到 )(gm 时结束。以

)(gZ 记容器中饮料的重量。设台秤的误差为 )5.7,0(~ 2NX ， X以 g

计。（此处约定台秤显示值大于真值时误差为正）

（1）写出 mXZ ,, 的关系式；

（2）求 Z的分布；

（3）确定m使容器中所装饮料至少为 450g的概率不小于 0.95。

解：（1）根据题意 mXZ ,, 有关系式 XZm ++= 30 或者 XmZ −−= 30 ；

（2）因为 )5.7,0(~ 2NX ，所以 )5.7,30(~ 2−mNZ ；



概率论与数理统计及其应用习题解答

45

（3）要使得 95.0}450{ ≥≥ZP ，即要

95.0
5.7

)30(4501}450{ ≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

Φ−=≥
mZP ，

所以要求 )645.1(95.0
5.7
480

Φ=≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ
m

，即 645.1
5.7
480

≥
−m

， 3375.492≥m 。

所以，要使容器中所装饮料至少为 450g 的概率不小于 0.95， m 至

少为 492.4g。

14,在上题中若容器的重量 )(gY 也是一个随机变量， )9,30(~ NY ，设

YX , 相互独立。

（1）求 Z的分布；

（2）确定m使容器中所装饮料至少为 450g的概率不小于 0.90。

解：（1）此时 XYmZ −−= ，根据 )9,30(~ NY ， )5.7,0(~ 2NX ，可得

)25.65,30(~ −mNZ 。

（2） )282.1(90.0
25.65
480

25.65
)30(4501}450{ Φ=≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
Φ−=≥

mmZP ，

可得 282.1
25.65
480

≥
−m

，即 36.490≥m 。

15，某种电子元件的寿命 X（以年计）服从数学期望为 2的指数分

布，各元件的寿命相互独立。随机取 100 只元件，求这 100只元件

的寿命之和大于 180 的概率。

解：设这 100 只元件的寿命分别记为随机变量 1001 , XX ⋯ ，

∑
=

=
100

1100
1

i
iXX 。则 2)( =XE ， 04.0)( =XD 。根据独立同分布的中心极
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限定理可得

8413.0)1()
2.0
28.1(1}

2.0
28.1

2.0
2{}8.1{}180{

100

1

=Φ=
−

Φ−≈
−

>
−

=>=>∑
=

XPXPXP
i

i

16，以 1001 , XX ⋯ 记 100袋额定重量为 25（kg）的袋装肥料的真实的

净重， .100,2,1,1)(),(25)( ⋯=== iXDkgXE ii 1001 , XX ⋯ 服从同一分布，且

相互独立。 ∑
=

=
100

1100
1

i
iXX ，求 }25.2575.24{ ≤≤ XP 的近似值。

解：根据题意可得
100
1)(),(25)( == XDkgXE 。由独立同分布的中心

极限定理可得

)5.2()5.2(}
1.0
2525.25

1.0
25

1.0
2575.24{}25.2575.24{ −Φ−Φ≈

−
≤

−
≤

−
=≤≤

XPXP

9876.01)5.2(2 =−Φ=

17，有 400个数据相加，在相加之前，每个数据被舍入到最接近它

的数，其末位为 10-7。设舍入误差相互独立，且在区间

)105.0,105.0( 77 −− ××− 服从均匀分布。求误差总和的绝对值小于

6105.0 −× 的概率。（例如 45.345678419舍入到 45.3456784）

解：以 4001 , XX ⋯ 记这 400 个数据的舍入误差， ∑
=

=
400

1400
1

i
iXX 。则

4800
10)(,0)(

14−

== XDXE 。利用独立同分布的中心极限定理可得

}10125.010125.0{}105.0{ 886
400

1

−−−

=

×<<×−=×<∑ XPXP
i

i
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}

4800
10

10125.0

4800
10

4800
10

10125.0{
14

8

1414

8

−

−

−−

− ×
<<

×−
=

XP

)1225.0()1225.0( −Φ−Φ≈

6156.01)866.0(2 =−Φ=

18，据调查某一地区的居民有 20%喜欢白颜色的电话机，（1）若在

该地区安装 1000 部电话机，记需要安装白色电话机的部数为 X ，

求 }185170{ ≤≤ XP ， }190{ ≥XP ， }180{ ≤XP ；（2）问至少需要安装多

少部电话，才能使其中含有白色电话机的部数不少于 50部的概率

大于 0.95。

解：（1）根据题意， )2.0,1000(~ BX ，且 160)(,200)( == XDXE 。

由 De Moivre-Laplace定理，计算得

)
160

2005.0170()
160

2005.0185(}185170{ −−
Φ−

−+
Φ≈≤≤ XP

1171.0)9920.01()8749.01()41.2()15.1( =−−−=−Φ−−Φ≈ ；

7967.0)83.0(1)
160

2005.0190(1}190{ =−Φ−=
−−

Φ−≈≥XP ；

0618.09382.01)54.1()
160

2005.0180(}180{ =−=−Φ≈
−+

Φ≈≤XP 。

（2）设要安装n部电话。则要使得

95.0)
16.0

2.05.49(1)
16.0

2.05.050(1}50{ >
−

Φ−=
−−

Φ−≈≥
n
n

n
nXP

就要求 )645.1(95.0)
16.0

5.492.0( Φ=>
−

Φ
n

n
，即 645.1

16.0
5.492.0
>

−
n

n
，从而
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025.2450232964.2004.0 2 >+− nn ，解出 95.304>n 或者 201<n （舍去）。

所以最少要安装 305 部电话。

19，一射手射击一次的得分 X 是一个随机变量，具有分布律

X 8 9 10

kp 0.01 0.29 0.70

（1）求独立射击 10次总得分小于等于 96 的概率。

（2）求在 900次射击中得分为 8分的射击次数大于等于 6的概率。

解：根据题意， 69.9)( =XE ， 2339.069.913.94)( 2 =−=XD 。

（1）以 101 , XX ⋯ 分别记 10次射击的得分，则

2776.0)59.0()
339.2

9.9696(}
339.2

9.9696
339.2

9.96
{}96{

10

1
10

1

=−Φ=
−

Φ≈
−

≤
−

=≤
∑

∑ =

=

i
i

i
i

X
PXP

（2）设在 900 次射击中得分为 8分的射击次数为随机变量Y ，则

)01.0,900(~ BY 。由 De Moivre-Laplace定理，计算得

8790.0)17.1(1)
99.001.0900
01.09005.06(1}6{ =−Φ−≈

××
×−−

Φ−≈≥YP 。

（第 4章习题解答完毕）

第 5章 样本及抽样分布
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1,设总体 X服从均值为 1/2的指数分布， 4321 ,,, XXXX 是来自总体的容

量为 4的样本，求

（1） 4321 ,,, XXXX 的联合概率密度；（2） }2.17.0,15.0{ 21 <<<< XXP ；

（3） )(),( XDXE ；（4） )( 21XXE ， ])5.0([ 2
21 −XXE ；（5） )( 21XXD 。

解：因为X 的概率密度为 xexf 22)( −= ， 0>x ，所以

（1）联合概率密度为 )()()()(),,,( 43214321 xfxfxfxfxxxxg =

)(2 432116 xxxxe +++−= ，（ 0,,, 4321 >XXXX ）

（2） 21 , XX 的联合概率密度为
)(2 212 xxe +−
，所以

∫∫∫ ∫ −−−− ==<<<<
2.1

7.0
2

2
1

5.0
1

2
1

5.0

2.1

7.0
21

22
21

2121 224}2.17.0,15.0{ dxedxedxdxeXXP xxxx

))(( 4.24.121 −−−− −−= eeee

（3） ,
2
1)(

4
1)(

4

1

== ∑
=i

iXEXE
16
1

2
1

4
1)(

16
1)(

24

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×== ∑

=i
iXDXD ；

（4）
4
1)()()( 2121 == XEXEXXE ，（由独立性）

]
4
1

)()([
2
1

]
4
1

[
2
1

])5.0[()(])5.0([ 2
2

22
2

2
2

21
2

21 +−=+−=−=− XEXEXXEXEXEXXE

8
1]

4
1

2
1

4
1[

2
1]

4
1

2
1)()([

2
1 2

2
2

2 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=+−+= XEXD ；

（5）
2

2
2

2
121

22
2121 4

1)()()(])[()( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= XEXEXXEXXEXXD

16
3

16
1)

4
1

4
1)(

4
1

4
1(

16
1)]()()][()([ 2

2
21

2
1 =−++=−++= XEXDXEXD 。

2，设总体 )100,75(~ NX ， 321 ,, XXX 是来自 X的容量为 3的样本，求

（1） }85),,{max( 321 <XXXP ，（2） )}9075()8060{( 31 <<∪<< XXP ，
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（3） )( 2
3

2
2

2
1 XXXE ，（4） )( 321 XXXD ， )32( 321 XXXD −− ，

（5） }148{ 21 ≤+ XXP 。

解：（1） =<<<=< }85,85,85{}85),,{max( 321321 XXXPXXXP

( )
3

13
1321 }

10
7585

10
75

{}85{}85{}85{}85{ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
<

−
=<=<<<

X
PXPXPXPXP

5955.08413.0)]1([ 33 ==Φ= ；

（2） )9075()8060()}9075()8060{( 3131 <<+<<=<<∪<< XPXPXXP

}
10
7590

10
75

10
7575{}

10
7580

10
75

10
7560{}9075{}8060{ 31

31
−

<
−

<
−

+
−

<
−

<
−

=<<<<−
XPXPXPXP

}
10
7590

10
75

10
7575{}

10
7580

10
75

10
7560{ 31 −

<
−

<
−−

<
−

<
−

−
X

P
X

P

)]0()5.1()][5.0()5.0([)]0()5.1([)]5.0()5.0([ Φ−Φ−Φ−Φ−Φ−Φ+−Φ−Φ=

6503.04332.0383.04332.0383.0]5.09332.0][1)5.0(2[]5.09332.0[]1)5.0(2[ =×−+=−−Φ−−+−Φ=

（本题与答案不符）

（3） 323
1

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 ]75100[)]()([)()()()( +=+== XEXDXEXEXEXXXE

11108764.1 ×= ；

（4） )(108764.1)(])[()( 1
611

321
22

321321 XEXXXEXXXEXXXD −×=−=

9611 10662.975108764.1 ×=−×= ；

1400)()(9)(4)32( 321321 =++=−− XDXDXDXXXD ；

（5）因为 )200,150(~21 NXX + ，所以

4443.05557.01)
10
2(1)

200
150148(}148{ 21 =−=Φ−=

−
Φ=≤+ XXP 。

3，设总体 )5(~ πX ， 321 ,, XXX 是来自 X的容量为 3的样本，求

（1） }3,2,1{ 321 === XXXP ；（2） }1{ 21 =+ XXP 。
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解：（1）因为 321 ,, XXX 相互独立，所以

6
125

2
255}3{}2{}1{}3,2,1{

55
5

321321

−−
− ××========

eeeXPXPXPXXXP

000398.0
12
e15625 -15

== ；

（2） }0,1{}1,0{}1{ 212121 ==+====+ XXpXXpXXP

105555 1055 −−−−− =×+×= eeeee 。

4，（1）设总体 )3.6,52(~ 2NX ， 3621 ,,, XXX ⋯ 是来自 X的容量为 36的样

本，求 }8.538.50{ << XP ；

（2）设总体 )4,12(~ NX ， 521 ,,, XXX ⋯ 是来自 X的容量为 5的样本，

求样本均值与总体均值之差的绝对值大于 1的概率。

解：（1）根据题意得 )36/3.6,52(~ 2NX ，所以

)
6/3.6
528.50()

6/3.6
528.53(}

6/3.6
528.53

6/3.6
52

6/3.6
528.50{}8.538.50{ −

Φ−
−

Φ=
−

<
−

<
−

=<<
XPXP

8293.0)8729.01(9564.0)143.1()7143.1( =−−≈−Φ−Φ= ；

（2）因为 )5/4,12(~ NX ， }1311{}112{ ≤≤=≤− XPXP

7372.0)8686.01(8686.0)118.1()118.1(}
8.0
1213

4.0
14

8.0
1211{ =−−=−Φ−Φ=

−
≤

−
≤

−
=

XP

所以 2628.07372.01}112{1}112{ =−=≤−−=>− XPXP 。

5，求总体 )3,20(N 的容量分别为 10和 15的两独立样本均值差的绝对

值大于 0.3的概率。
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解：设容量分别为 10和 15的两独立样本的样本均值分别记为 X和Y ，

则 )3.0,20(~ NX ， )2.0,20(~ NY ，所以 )5.0,0(~ NYX − ，

)]
5.0
3.0()

5.0
3.0([1}3.03.0{1}3.0{1}3.0{ −Φ−Φ−=≤−≤−−=≤−−=>− YXPYXPYXP

6744.0)42.0(22 =Φ×−= 。

6，下面给出了 50个学生概率论课程的一次考试成绩，试求样本均值

和样本方差，样本标准差，并作出频率直方图（将区间（35.5，105.5）

分为 7等份）。

解：易得 92.74
50

1

==∑
=i

ixx ， 5037.201)(
1

1 250

1

2 =−
−

= ∑
=i

i xx
n

s ， 1952.14=s ，

处理数据得到以下表格

组 限 频数 if 频率 nf i /

35.5~45.5 2 0.04

45.5~55.5 3 0.06

55.5~65.5 6 0.12

65.5~75.5 14 0.28

75.5~85.5 11 0.22

85.5~95.5 12 0.24

95.5~105.5 2 0.04

根据以上数据，画出直方图（略）

7，设总体 )383,4.76(~ NX ， 421 ,,, XXX ⋯ 是来自 X 的容量为 4的样本，
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2s 是样本方差。（1）问 ∑
=

−
=

4

1

2

383
)4.76(

i

iXU ， ∑
=

−
=

4

1

2

383
)(

i

i XX
W 分别服从什

么分布，并求 )( 2sD 。（2）求 }779.7711.0{ ≤<UP ， }251.6352.0{ ≤<WP

解：（1）因为 )1,0(~
383

4.76 NX −
，

所以， )4(~
383

4.76
383

)4.76( 2
4

1

24

1

2

χ∑∑
==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

−
=

i

i

i

i XX
U

而根据定理 2 ， )3(~
383
3

383

)(

383
)( 2

2

4

1

2
4

1

2

χs
XX

XX
W i

i

i

i =
−

=
−

=
∑

∑ =

=

因为 6)
383
3()(

2

==
sDWD ，所以 3/2933789/3836)( 22 =×=sD 。

（2） )95.01()1.01(}711.0{}779.7{}779.7711.0{ −−−=≤−≤=≤< UPUPUP

=0.85（第二步查表）

85.0)95.01()1.01(}352.0{}251.6{}251.6352.0{ =−−−=≤−≤=≤< WPWPWP

8，已知 )(~ ntX ，求证 ),1(~2 nFX 。

证明：因为 )(~ ntX ，所以存在随机变量 )(~),1,0(~ 2 nZNY χ

使得
nZ

YX
/

= ， 也即
nZ

YX
/

2
2 = ，

而根据定义 ),1(~ 22 χY 所以 ),1(~
/
1/2

2 nF
nZ

YX = ，证毕。

（第 5 章习题解答完毕）
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第 6章 参数估计

1，设总体 0),,0(~ >BbUX 未知， 921 ,,, XXX ⋯ 是来自 X 的样本。求b的

矩估计量。今测得一个样本值 0.5，0.6，0.1，1.3，0.9，1.6，0.7，0.9，

1.0，求b的矩估计值。

解：因为总体 ),0(~ bUX ，所以总体矩 2/)( bXE = 。根据容量为 9的样

本得到的样本矩 ∑
=

=
9

19
1

i
iXX 。令总体矩等于相应的样本矩： XXE =)( ，

得到b的矩估计量为 Xb 2ˆ = 。

把样本值代入得到b的矩估计值为 69.1ˆ =b 。

2，设总体 X具有概率密度
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−=

他其

θθ
θ

xxxfX
0

0

)(2
)( 2 ，参数θ未知，

nXXX ,,, 21 ⋯ 是来自 X的样本，求θ的矩估计量。

解：总体 X的数学期望为
3

)(
2

)(
0

2

θ
θ

θ

θ

=−= ∫ dxx
x

XE ，令 XXE =)( 可得θ的

矩估计量为 X3ˆ =θ 。

3，设总体 ),,(~ pmBX 参数 )10(, << ppm 未知， nXXX ,,, 21 ⋯ 是来自 X的

样本，求 pm, 的矩估计量（对于具体样本值，若求得的 m̂不是整数，

则取与 m̂最接近的整数作为m 的估计值）。

解：总体 X的数学期望为 mpXE =)( ， )1()( pmpXD −= ，

二阶原点矩为 [ ] )1()()()( 22 +−=+= pmpmpXEXDXE 。
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令总体矩等于相应的样本矩：

XXE =)( ， ∑
=

==
n

i
iXn

AXE
1

2
2

2 1)(

得到
X
A

Xp 21ˆ −+= ，
( )
( ) 2

2

2

ˆ
AXX

Xm
−+

= 。

4，（1）设总体 0),(~ >λλπX 未知， nXXX ,,, 21 ⋯ 是来自 X 的样本，

nxxx ,,, 21 ⋯ 是相应的样本值。求λ的矩估计量，求λ的最大似然估计值。

（2）元素碳-14在半分钟内放射出到达计数器的粒子数 )(~ λπX ，下

面是 X的一个样本：

6 4 9 6 10 11 6 3 7 10

求λ的最大似然估计值。

解：（1）因为总体的数学期望为λ，所以矩估计量为 X=λ̂ 。

似然函数为
( ) ( )!!

)(

1

1

1

i

n

i

n
x

i

xn

i
x

e
x
e

L

n

i
i

i

=

−−

=
Π

∑
=Π=

= λλ λλ
λ ，相应的对数似然函数为

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡Π−−∑=

==
!lnln)(ln

11
i

n

i

n

i
i xnxL λλλ 。

令对数似然函数对λ的一阶导数为零，得到λ的最大似然估计值为

xx
n

n

i
i == ∑

=1

1λ̂ 。

（2）根据（1）中结论，λ的最大似然估计值为 2.7ˆ == xλ 。

5，（1）设 X 服从参数为 )10( << pp 的几何分布，其分布律为

⋯,2,1,)1(}{ 1 =−== − xppxXP x 。参数 p未知。设 nxxx ,,, 21 ⋯ 是一个样本值，
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求 p的最大似然估计值。

（2）一个运动员，投篮的命中率为 ),10( 未知<< pp ，以 X表示他投篮

直至投中为止所需的次数。他共投篮 5次得到 X的观察值为

5 1 7 4 9

求 p的最大似然估计值。

解：（1）似然函数为 [ ] n
nx

x
n

i
pppppL

n

i
i

i
−

−

=

∑
−=−Π= =1)1()1()( 1

1
，相应的对数

似然函数为

pnpnxpL
n

i
i ln)1ln()(ln

1
+−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −∑=

=
。

令对数似然函数对 p的一阶导数为零，得到 p的最大似然估计值为

xx

n
p n

i
i

1ˆ

1

==

∑
=

。

（2）根据（1）中结论， p的最大似然估计值为
26
51ˆ ==

x
p 。

6，（1）设总体 ),(~ 2σµNX ，参数 2σ 已知， )( ∞<<−∞ µµ 未知， nxxx ,,, 21 ⋯

是来自 X 一个样本值。求 µ的最大似然估计值。

（2）设总体 ),(~ 2σµNX ，参数µ已知， 2σ （ 2σ >0）未知， nxxx ,,, 21 ⋯

为一相应的样本值。求 2σ 的最大似然估计值。

解：（1）似然函数为
( )

2
1

2

2

2

2

)(

2

)(

1 2

1
2
1)( σ

µ

σ

µ

σπσπ
µ

∑

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Π=

=

−

−
−

−

=

n

i
i

i
x

n

xn

i
eeL ，相应

的对数似然函数为
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( )n
n

i
ix

L σπ
σ

µ
µ 2ln

2

)(
)(ln

2
1

2

−
∑ −

−= = 。

令对数似然函数对 µ的一阶导数为零，得到 µ的最大似然估计值为

x
n

x
n

i
i

==
∑
=1µ̂ 。

（2）似然函数为
( )

2
1

2

2

2

2

)(

22

2

)(

1

2

2

1
2
1)( σ

µ

σ

µ

πσσπ
σ

∑

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Π=

=

−

−
−

−

=

n

i
i

i
x

n

xn

i
eeL ，相应的

对数似然函数为

( )2
2

1

2

2 2ln
22

)(
)(ln πσ

σ

µ
σ nx

L

n

i
i

−
∑ −

−= = 。

令对数似然函数对 2σ 的一阶导数为零，得到 2σ 的最大似然估计值为

∑
=

−=
n

i
ixn 1

22 )(1ˆ µσ 。

7，设 nXXX ,,, 21 ⋯ 是总体 X的一个样本， nxxx ,,, 21 ⋯ 为一相应的样本值。

（1）总体 X的概率密度函数为
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >

=
−

他其

0

0
)(

/
2

xexxf
x θ

θ ， ∞<< θ0 ，

求参数θ的最大似然估计量和估计值。

（2）总体 X的概率密度函数为
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >

=
−

他其

0

0
2)(

/
3

2
xex

xf
x θ

θ ， ∞<< θ0 ，

求参数θ的最大似然估计值。

（3）设 ),,(~ pmBX m已知， 10 << p 未知，求 p的最大似然估计值。

解：（1）似然函数为
θ

θ

θθ
θ

/

2
1/

21
1)(
∑Π

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡Π= =

−
=−

=

n

i
i

i
x

n

i

n

ixi
n

i
e

x
exL ，相应的对数似
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然函数为

θθθ /ln2ln)(ln
11
∑−−=
=−

∑
n

i
i

n

i
i xnxL 。

令对数似然函数对θ的一阶导数为零，得到θ的最大似然估计值为

22
1ˆ

1

xx
n

n

i
i == ∑

=

θ 。

相应的最大似然估计量为
2

ˆ X
=θ 。

（2）似然函数为
θ

θ

θθ
θ

/

3

2

1/
3

2

1

1

22
)(

∑Π
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Π= =

−
=−

=

n

i
i

i
x

n

i

n

ixi
n

i
e

x
exL ，相应的对数似然

函数为

θθθ /)2ln(3ln2)(ln
11

∑−−=
=−

∑
n

i
i

n

i
i xnxL 。

令对数似然函数对θ的一阶导数为零，得到θ的最大似然估计值为

33
1ˆ

1

xx
n

n

i
i == ∑

=

θ 。

（3）因为 ),,(~ pmBX 其分布律为 mxppCxXP xmxx
m ⋯,2,1,0,)1(}{ =−== −

所以，似然函数为 [ ] ∑
−×

∑
×Π=−Π= ==

−

=

−

=

n

i
i

n

i
i

iiii
xmnx

x
m

n

i

xmxx
m

n

i
ppCppCpL 11 )1()1()(

11
，

相应的对数似然函数为

( ) ∑
===

+−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∑−+∑=

n

i

x
m

n

i
i

n

i
i

iCpxmnxppL
111
ln)1ln(ln)( 。

令对数似然函数对 p的一阶导数为零，得到 p的最大似然估计值为

m
xx

mn
p

n

i
i == ∑

=1

1ˆ 。
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8，设总体 X具有分布律

X 1 2 3

kp 2θ )1(2 θθ − 2)1( θ−

其中参数 )10( <<θθ 未知。已知取得样本值 1,2,1 321 === xxx ，试求θ的

最大似然估计值。

解：根据题意，可写出似然函数为

)1(2)1(2}{)( 522
3

1
θθθθθθθ −=×−×==Π=

= ii
xXPL ，

相应的对数似然函数为

)1ln(ln52ln)(ln θθθ −++=L 。

令对数似然函数对θ的一阶导数为零，得到θ的最大似然估计值为

6/5ˆ =θ 。

9，设总体 ),(~ 2σβα +NX ， ),(~ 2σβα −NY ， βα , 未知， 2σ 已知，

nXXX ,,, 21 ⋯ 和 nYYY ,,, 21 ⋯ 分别是总体 X和Y 的样本，设两样本独立。试

求 βα , 最大似然估计量。

解：根据题意，写出对应于总体 X和Y的似然函数分别为

( )
2

1

2

2

2

2

)(

2

)(

1 2

1
2
1)( σ

βα

σ

βα

σπσπ
βα

∑

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Π=+

=

−−

−
−−

−

=

n

i
i

i
X

n

Xn

i
eeL ，

( )
2

1

2

2

2

2

)(

2

)(

1 2

1
2
1)( σ

βα

σ

βα

σπσπ
βα

∑

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Π=−

=

+−

−
+−

−

=

n

i
i

i
Y

n

Yn

i
eeL ，

相应的对数似然函数为
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( )n
n

i
iX

L σπ
σ

βα
βα 2ln

2

)(
)(ln

2
1

2

−
∑ −−

−=+ = ，

( )n
n

i
iY

L σπ
σ

βα
βα 2ln

2

)(
)(ln

2
1

2

−
∑ +−

−=− = ，

令对数似然函数分别对 βα + 和 βα − 的一阶导数为零，得到

⎩
⎨
⎧

=−
=+
Y
X

βα
βα

，

算出 βα , 最大似然估计量分别为
2

ˆ YX +
=α ，

2
ˆ YX −
=β 。

10，（1）验证均匀分布 ),0( θU 中的未知参数θ的矩估计量是无偏估计

量。

（2）设某种小型计算机一星期中的故障次数 )(~ λπY ，设 nYYY ,,, 21 ⋯ 是

来自总体Y 的样本。①验证Y 是λ的无偏估计量。②设一星期中故障

维修费用为 23 YYZ += ，求 )(ZE 。

（3）验证 ∑
=

+=
n

i
iYn

YU
1

213 是 )(ZE 的无偏估计量。

解：（1）均匀分布 ),0( θU 中的未知参数θ的矩估计量为

X2ˆ =θ 。

由于 θθθ =×==
2

2)(2)ˆ( XEE ，所以 X2ˆ =θ 是θ的无偏估计量。

（2）①因为 λλ =×== ∑
=

n
n

YE
n

YE
n

i
i

1)(1)(
1

，所以Y 是λ的无偏估计量。

② 222 4)(3)()(3)( λλλλλ +=++=+= YEYEZE 。

（3）因为 )(4)(13)(1)(3)( 22

1

2 ZEn
n

YE
n

YEUE
n

i
i =+=+×+=+= ∑

=

λλλλλ ，

所以，U是 )(ZE 的无偏估计量。
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11，已知 4321 ,,, XXXX 是来自均值为θ的指数分布总体的样本，其中θ

未知。设有估计量

)(
3
1)(

6
1

43211 XXXXT +++= ，

5/)432( 43212 XXXXT +++= ，

4/)( 43213 XXXXT +++= 。

（1）指出 321 ,, TTT 中哪几个是θ的无偏估计量。

（2）在上述θ的无偏估计量中哪一个较为有效？

解：（1）因为

θθθθθ =+++=+++= )(
3
1

)(
6
1

))()((
3
1

))()((
6
1

)( 43211 XEXEXEXETE

θ25/))(4)(3)(2)(()( 43212 =+++= XEXEXEXETE ，

θ=+++= 4/))()()()(()( 43213 XEXEXEXETE 。

所以， 31 ,TT 是θ的无偏估计量。

（2）根据简单随机样本的独立同分布性质，可以计算出

18/5)(
9
1

)(
36
1

))()((
9
1

))()((
36
1

)( 22222
43211 θθθθθ =+++=+++= XDXDXDXDTD

)(4/16/))()()()(()( 1
2

43213 TDXDXDXDXDTD <=+++= θ ，

所以， 3T 是比 1T 更有效的无偏估计量。

12，以 X 表示某一工厂制造的某种器件的寿命（以小时计），设

)1296,(~ µNX ，今取得一容量为 27=n 的样本，测得其样本均值为

1478=x ，求（1） µ的置信水平为 0.95的置信区间，（2） µ的置信水

平为 0.90的置信区间。

解：这是一个方差已知的正态总体均值的区间估计问题。根据标准的
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结论， µ的置信水平为 α−1 的置信区间为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
± 2/α
σ Z
n

x 。

（1） µ的置信水平为 0.95 的置信区间为

( ) ( ) ( )58.1491,42.146458.13147896.1481478
27
12961478 025.0 =±=×±=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
± Z 。

（2） µ的置信水平为 0.90 的置信区间为

( ) ( ) ( )40.1489,60.146640.111478645.1481478
27
12961478 05.0 =±=×±=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
± Z 。

13，以X 表示某种小包装糖果的重量（以 g计），设 )4,(~ µNX ，今取

得样本（容量为 10=n ）：

55.95, 56.54, 57.58, 55.13, 57.48, 56.06, 59.93, 58.30, 52.57, 58.46

（1）求 µ的最大似然估计值。

（2）求 µ的置信水平为 0.95 的置信区间。

解：（1）根据已知结论，正态分布均值 µ的最大似然估计量和矩估计

量相同： X=µ̂ 。所以 µ的最大似然估计值为 8.56ˆ == xµ 。

（2） µ的置信水平为 0.95 的置信区间为

( ) ( ) ( )04.58,56.5524.18.5696.14.08.56
10
48.56 025.0 =±=×±=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
± Z 。

14，一农场种植生产果冻的葡萄，以下数据是从 30车葡萄中采样测

得的糖含量（以某种单位计）

16.0, 15.2, 12.0, 16.9, 14.4, 16.3, 15.6, 12.9, 15.3, 15.1

15.8, 15.5, 12.5, 14.5, 14.9, 15.1, 16.0, 12.5, 14.3, 15.4
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15.4, 13.0, 12.6, 14.9, 15.1, 15.3, 12.4, 17.2, 14.7, 14.8

设样本来自正态总体 ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知。

（1）求 2,σµ 的无偏估计值。

（2）求 µ的置信水平为 90%的置信区间。

解：（1） 2,σµ 的无偏估计值为

72.14ˆ == xµ ， 9072.1)(
1

1
1

22 =−
−

= ∑
=

n

i
i xx

n
s 。

（2） µ的置信水平为 90%的置信区间为

( ) ( )148.15,292.14428.072.146991.1
30

38075.172.14)1(05.0 =±=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×±=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−± nt

n
sx

15，一油漆商希望知道某种新的内墙油漆的干燥时间。在面积相同的

12块内墙上做试验，记录干燥时间（以分计），得样本均值 3.66=x 分，

样本标准差 4.9=s 分。设样本来自正态总体 ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知。求

干燥时间的数学期望的置信水平为 0.95的置信区间。

解：这是一个方差未知的正态总体均值的区间估计问题。根据已知结

论，干燥时间的数学期望的置信水平为 0.95的置信区间为

( ) ( )27.72,33.6097.53.662010.2
12
4.93.66)1(025.0 =±=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ×±=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−± nt

n
sx 。

16，Macatawa湖（位于密歇根湖的东侧）分为东、西两个区域。下

面的数据是取自西区的水的样本，测得其中的钠含量（以 ppm计）

如下：13.0, 18.5, 16.4, 14.8, 19.4, 17.3, 23.2, 24.9,

20.8, 19.3, 18.8, 23.1, 15.2, 19.9, 19.1, 18.1,
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25.1, 16.8, 20.4, 17.4, 25.2, 23.1, 15.3, 19.4,

16.0, 21.7, 15.2, 21.3, 21.5, 16.8, 15.6, 17.6

设样本来自正态总体 ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知。求µ的置信水平为 0.95

的置信区间。

解：根据题中数据，计算可得样本均值 07.19=x ，样本方差 245.3=s 。

µ的置信水平为 0.95的置信区间为

( ) ( )24.20,90.1717.107.190395.2
32
245.307.19)1(025.0 =±=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×±=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−± nt

n
sx

17，设X 是春天捕到的某种鱼的长度（以 cm计），设 ),(~ 2σµNX ， 2,σµ

均未知。下面是X的一个容量为 =n 13的样本：

13.1, 5.1, 18.0, 8.7, 16.5, 9.8, 6.8, 12.0, 17.8, 25.4, 19.2, 15.8, 23.0

（1）求 2σ 的无偏估计；

（2）求σ 的置信水平为 0.95 的置信区间。

解：根据题中数据计算可得 75.372 =s 。

（1）方差 2σ 的无偏估计即为样本方差 75.372 =s 。

（2） 2σ 的置信水平为 0.95 的置信区间为

( )86.102,41.19
404.4

75.3712,
337.23
75.3712

)1(
)1(,

)1(
)1(

2
975.0

2

2
025.0

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

−
n
sn

n
sn

χχ
，

所以σ的置信水平为 0.95的置信区间为

( ) ( )142.10,406.486.102,41.19
)1(

)1(,
)1(

)1(
2
975.0

2

2
025.0

2

==
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
−

n
sn

n
sn

χχ
。
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18，为比较两个学校同一年级学生数学课程的成绩，随机地抽取学校

A的 9个学生，得分数的平均值为 31.81=Ax ，方差为 76.602 =As ；随机

地抽取学校 B 的 15 个学生，得分数的平均值为 61.78=Bx ，方差为

24.482 =Bs 。设样本均来自正态总体且方差相等，参数均未知，两样本

独立。求均值差 BA µµ − 的置信水平为 0.95 的置信区间。

解：根据两个正态总体均值差的区间估计的标准结论，均值差 BA µµ −

的置信水平为 0.95的置信区间为

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+±=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−++±− )22(

15
1

9
17.2)2(11

025.021025.0
21

tsnnt
nn

sxx wwBA

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
×+×±=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+±= 0739.2

15
1

9
1266.77.2)22(

15
1

9
17.2 025.0tsw

( ) ( )05.9,65.335.67.2 −=±=

19，设以X,Y 分别表示有过滤嘴和无过滤嘴的香烟含煤焦油的量（以

mg计），设 ),(~ 2
XXNX σµ ， ),(~ 2

YYNY σµ ， 22 ,,, YXYX σσµµ 均未知。下

面是两个样本

X: 0.9, 1.1, 0.1, 0.7, 0.3, 0.9, 0.8, 1.0, 0.4

Y: 1.5, 0.9, 1.6, 0.5, 1.4, 1.9, 1.0, 1.2, 1.3, 1.6, 2.1

两样本独立。求 YX
22 /σσ 的置信水平为 0.95的置信区间。

解：根据题中数据计算可得 =Xs2 ， =Ys2 。（未完）根据两个正态总体方

差比的区间估计的标准结论， YX
22 /σσ 的置信水平为 0.95的置信区间

为

)446.2,148.0(30.4,
85.3
1

)10,8(
1

,
)10,8(

1
2

2

2

2

975.0
2

2

025.0
2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××

Y

X

Y

X

Y

X

Y

X

s
s

s
s

Fs
s

Fs
s

。
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20，设以X,Y 分别表示健康人与怀疑有病的人的血液中铬的含量（以

10亿份中的份数计），设 ),(~ 2
XXNX σµ ， ),(~ 2

YYNY σµ ， 22 ,,, YXYX σσµµ

均未知。下面是分别来自X和Y 的两个独立样本：

X: 15, 23, 12, 18, 9, 28, 11, 10

Y: 25, 20, 35, 15, 40, 16, 10, 22, 18, 32

求 YX
22 /σσ 的置信水平为 0.95的单侧置信上限，以及 Xσ 的置信水平为

0.95的单侧置信上限。

解：根据题中数据计算得到 24.468.6 22 ==Xs ， 68.92627.9 22 ==Ys 。

YX
22 /σσ 的置信水平为 0.95 的单侧置信上限为

836.168.3
68.92
24.46

)9,7(
1

95.0
2

2
__________

2

2

=×=×=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Fs

s
Y

X

Y

X

σ
σ

。

X
2σ 的置信水平为 0.95的单侧置信上限为

37.149
167.2
24.467

)18(
)18(

2
95.0

2____
2 =

×
=

−
−

=
χ

σ X
X

s
，

所以， Xσ 的置信水平为 0.95的单侧置信上限为

22.1237.149
)18(

)18(
2
95.0

2____

==
−

−
=

χ
σ X

X
s

。

21，在第 17 题中求鱼长度的均值 µ的置信水平为 0.95 的单侧置信下

限。

解：根据单侧区间估计的结论，正态总体均值 µ的置信水平为 0.95

的单侧置信下限为

67.117823.1
13
144.671.14)1(05.0

___
=×−=−−= nt

n
sxµ 。
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22，在第 18 题中求 BA µµ − 的置信水平为 0.90 的单侧置信上限。

解：两个正态总体的均值差 BA µµ − 的置信水平为 0.90的单侧置信上

限为

( ) 75.63212.1422.0266.77.2)22(
15
1

9
1

1.0

___________

=××+=++−=− tsxx wBABA µµ 。

（第 6 章习题解答完毕）

第 7章 假设检验

1，一车床工人需要加工各种规格的工件，已知加工一工件所需的时

间服从正态分布 ),( 2σµN ，均值为 18 分，标准差为 4.62 分。现希望

测定，是否由于对工作的厌烦影响了他的工作效率。今测得以下数据：

21.01, 19.32, 18.76, 22.42, 20.49, 25.89, 20.11, 18.97, 20.90

试依据这些数据（取显著性水平 05.0=α ），检验假设：

18:,18: 10 >≤ µµ HH 。

解：这是一个方差已知的正态总体的均值检验，属于右边检验问题，

检验统计量为

n
xZ
/
18

σ
−

= 。

代入本题具体数据，得到 8665.1
9/62.4
18874.20

=
−

=Z 。

检验的临界值为 645.105.0 =Z 。

因为 645.18665.1 >=Z ，所以样本值落入拒绝域中，故拒绝原假设
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0H ，即认为该工人加工一工件所需时间显著地大于 18分钟。

2，《美国公共健康》杂志（1994 年 3月）描述涉及 20143 个个体的

一项大规模研究。文章说从脂肪中摄取热量的平均百分比是 38.4%

（范围是 6%到 71.6%），在某一大学医院进行一项研究以判定在该医

院中病人的平均摄取量是否不同于 38.4%，抽取了 15 个病人测得平

均摄取量为 40.5%，样本标准差为 7.5%。设样本来自正态总体

),( 2σµN ， 2,σµ 均未知。试取显著性水平 05.0=α 检验假设：

4.38:,4.38: 10 ≠= µµ HH 。

解：这是一个方差未知的正态总体的均值检验，属于双边检验问题，

检验统计量为

ns
xt
/

4.38−
= 。

代入本题具体数据，得到 0844.1
15/5.7
4.385.40
=

−
=t 。

检验的临界值为 1448.2)14(025.0 =t 。

因为 1448.20844.1 <=t ，所以样本值没有落入拒绝域中，故接受

原假设 0H ，即认为平均摄取量显著地为 38.4%。

3，自某种铜溶液测得 9个铜含量的百分比的观察值为 8.3，标准差为

0.025。设样本来自正态总体 ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知。试依据这一样本

取显著性水平 01.0=α 检验假设： 42.8:,42.8: 10 <≥ µµ HH 。

解：这是一个方差未知的正态总体的均值检验，属于左边检验问题，
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检验统计量为

ns
xt
/

42.8−
= 。

代入本题具体数据，得到 4.14
9/025.0
42.83.8

−=
−

=t 。

检验的临界值为 8965.2)8(01.0 −=− t 。

因为 8965.24.14 −<−=t （或者说 8965.24.14 >=t ），所以样本值落入

拒绝域中，故拒绝原假设 0H ，即认为铜含量显著地小于 8.42%。

4，测得某地区 16个成年男子的体重（以公斤计）为

77.18, 80.81, 65.83, 66.28, 71.28, 79.45, 78.54, 62.20

69.01, 77.63, 74.00, 77.18, 61.29, 72.19, 90.35, 59.47

设样本来自正态总体 ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知，试取 05.0=α 检验假设：

64.72:,64.72: 10 ≠= µµ HH 。

解：这是一个方差未知的正态总体的均值检验，属于双边检验问题，

检验统计量为

ns
xt

/
64.72−

= 。

代入本题具体数据，得到 0134.0
16/338.8
64.72668.72

=
−

=t 。

检验的临界值为 1315.2)15(025.0 =t 。

因为 1315.20134.0 <=t ，所以样本值没有落入拒绝域中，故接受

原假设 0H ，即认为该地区成年男子的平均体重为 72.64 公斤。

5，一工厂的经理主张一新来的雇员在参加某项工作之前至少需要培
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训 200 小时才能成为独立工作者，为了检验这一主张的合理性，随机

选取 10 个雇员询问他们独立工作之前所经历的培训时间（小时）记

录如下

208， 180，232，168，212，208，254，229，230，181

设样本来自正态总体 ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知。试取 05.0=α 检验假设：

200:,200: 10 >≤ µµ HH 。

解：这是一个方差未知的正态总体的均值检验，属于右边检验问题，

检验统计量为

ns
xt
/
200−

= 。

代入本题具体数据，得到 1824.1
10/28.27
2002.210

=
−

=t 。

检验的临界值为 8331.1)9(05.0 =t 。

因为 8331.11824.1 <=t ，所以样本值没有落入拒绝域中，故接受原

假设 0H ，即认为培训时间不超过 200 小时。

6，一制造商声称他的工厂生产的某种牌号的电池的寿命的方差为

5000（小时 2），为了检验这一主张，随机地取 26只电池测得样本方

差为 7200 小时 2，有理由认为样本来自正态总体。现需取 02.0=α 检

验假设 5000:,5000: 2
1

2
0 ≠= σσ HH 。

解：这是一个正态总体的方差检验问题，属于双边检验。

检验统计量为

5000
)1( 2

2 sn −
=χ 。
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代入本题中的具体数据得到 36
5000

7200)126(2 =
×−

=χ 。

检验的临界值为 313.44)25(2
01.0 =χ 。

因为 313.44362 <=χ ，所以样本值没有落入拒绝域，因此接受原

假设 0H ，即认为电池寿命的方差为 5000小时 2。

7，某种标准类型电池的容量（以安-时计）的标准差 66.1=σ ，随机地

取 10 只新类型的电池测得它们的容量如下

146，141，135，142，140，143，138，137，142，136

设样本来自正态总体 ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知，问标准差是否有变动，

即需检验假设（取 05.0=α ）： 22
1

22
0 66.1:,66.1: ≠= σσ HH 。

解：这是一个正态总体的方差检验问题，属于双边检验问题。

检验统计量为

2

2
2

66.1
)1( sn −

=χ 。

代入本题中的具体数据得到 2
2

(10 1) 12
39.193

1.66
− ×

χ = = 。

检验的临界值为 022.19)9(2
025.0 =χ 。

因为 2 39.193 19.022χ = > ，所以样本值落入拒绝域，因此拒绝原假

设 0H ，即认为电池容量的标准差发生了显著的变化，不再为 1.66。

8，设X是一头母牛生了小牛之后的 305 天产奶期内产出的白脱油磅

数。又设X~ ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知。今测得以下数据：

425，710，661，664，732，714，934，761，744，

653，725，657，421，573，535，602，537，405，
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874，791，721，849，567，468，975

试取显著性水平 05.0=α 检验假设 140:,140: 10 >≤ σσ HH 。

解：题中所要求检验的假设实际上等价于要求检验假设

22
1

22
0 140:,140: >≤ σσ HH

这是一个正态总体的方差检验问题，属于右边检验。

检验统计量为

2

2
2

140
)1( sn −

=χ 。

代入本题中的具体数据得到 177.29
140

49.23827)125(
2

2 =
×−

=χ 。

检验的临界值为 415.36)24(2
05.0 =χ 。

因为 415.36177.292 <=χ ，所以样本值没有落入拒绝域，因此接受

原假设 0H ，即认为标准差不大于 140。

9，由某种铁的比热的 9个观察值得到样本标准差 0086.0=s 。设样本

来自正态总体 ),( 2σµN ， 2,σµ 均未知。试检验假设（ 05.0=α ）

0100.0:,0100.0: 10 <≥ σσ HH 。

解：题中所要求检验的假设实际上等价于要求检验假设

22
1

22
0 0100.0:,0100.0: <≥ σσ HH

这是一个正态总体的方差检验问题，属于左边检验。

检验统计量为

2

2
2

01.0
)1( sn −

=χ 。

代入本题中的具体数据得到 9168.5
01.0
0086.0)19(
2

2
2 =

×−
=χ 。
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检验的临界值为 733.2)8(2
95.0 =χ 。

因为 733.29168.52 >=χ ，所以样本值没有落入拒绝域，因此接受

原假设 0H ，即认为标准差不小于 0.0100。

10，以X表示耶路撒冷新生儿的体重（以克计），设X~ ),( 2σµN ， 2,σµ

均未知。现测得一容量为 30 的样本，得样本均值为 3189，样本标准

差为 488。试检验假设（ 1.0=α ）：

（1） 3315:,3315: 10 <≥ µµ HH 。

（2） 525:,525: 1
'

0
' >≤ σσ HH 。

解：（1）这是一个方差未知的正态总体的均值检验，属于左边检验问

题，检验统计量为

ns
xt

/
3315−

= 。

代入本题具体数据，得到 4142.1
30/488
33153189

−=
−

=t 。

检验的临界值为 3114.1)29(1.0 −=− t 。

因为 3114.14142.1 −<−=t ，所以样本值落入拒绝域中，故拒绝原假

设 0H ，即认为 3315<µ 。

（2）题中所要求检验的假设实际上等价于要求检验假设

22
1
'22

0
' 525:,525: >≤ σσ HH

这是一个正态总体的方差检验问题，属于右边检验。

检验统计量为

2

2
2

525
)1( sn −

=χ 。
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代入本题中的具体数据得到 0564.25
525

488)130(
2

2
2 =

×−
=χ 。

检验的临界值为 557.42)29(2
05.0 =χ 。

因为 557.420564.252 <=χ ，所以样本值没有落入拒绝域，因此接

受原假设，即认为标准差不大于 525。

11，两个班级A和 B，参加数学课的同一期终考试。分别在两个班级

中随机地取 9个，4个学生，他们的得分如下：

A班 65 68 72 75 82 85 87 91 95

B班 50 59 71 80

设A班、B班考试成绩的总体分别为 ),( 2
1 σµN ， ),( 2

2 σµN ， 2
21 ,, σµµ 均

未知，两样本独立。试取 05.0=α 检验假设 211210 :,: µµµµ >≤ HH 。

解：这是两个正态总体（方差相等但未知）均值之差的检验问题，属

于右边检验。检验统计量为

( )

21

11
0

nn
s

xx
t

w

BA

+

−−
=

代入本题中的具体数据得到 ( ) 21.2

4
1

9
13.11

06580
=

+×

−−
=t 。

检验的临界值为 7959.1)11(05.0 =t 。因为 7959.121.2 >=t ，所以样本值落入

了拒绝域，因此拒绝原假设，即认为 A班的考试成绩显著地大于 B

班的成绩。

12，溪流混浊是由于水中有悬浮固体，对一溪流的水观察了 26天，



概率论与数理统计及其应用习题解答

75

一半是在晴天，一半是在下过中到大雨之后，分别以 X,Y 表示晴天

和雨天水的混浊度（以 NTU 单位计）的总体，设 ),(~ 2
1 σµNX ，

),(~ 2
2 σµNY ， 2

21 ,, σµµ 均未知。今取到 X和Y的样本分别为

X: 2.9, 14.9, 1.0, 12.6, 9.4, 7.6, 3.6, 3.1, 2.7, 4.8, 3.4, 7.1, 7.2

Y: 7.8, 4.2, 2.4, 12.9, 17.3, 10.4, 5.9, 4.9, 5.1, 8.4, 10.8, 23.4, 9.7

设两样本独立。试取 05.0=α 检验假设 211210 :,: µµµµ <≥ HH 。

解：这是两个正态总体（方差相等但未知）均值之差的检验问题，属

于左边检验。检验统计量为

( )

1 2

y 0
1 1

w

x
t

s
n n

− −
=

+

代入本题中的具体数据得到
( )6.177 9.477 0

1.667
1 15.047
13 13

t
− −

= = −
× +

。

检验的临界值为 0.05(24) 1.7109t = 。因为 1.667 1.7105t = − > − ，所以样本值

没有落入拒绝域，因此接收原假设，即认为雨天的混浊度不必晴天的

高。

13，用包装机包装产品，将产品分别装入包装机上编号为 1~24 的 24

个注入口，奇数号的注入口在机器的一边，偶数号的在机器的另一边。

以X,Y分别表示自奇数号和偶数号注入口注入包装机的产品的质量

（以 g计）。设 2
X~ ( , )X N µ σ ， 2

Y~ ( , )Y N µ σ ， 2
X Y, ,µ µ σ 均未知。在总体

X和Y 中分别取到样本:

X: 1071,1076,1070,1083,1082,1067,1078,1080,1084,1075,1080,1075
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Y: 1074,1069,1067,1068,1079,1075,1082,1064,1073,1070,1072,1075

设两样本独立。试检验假设 0 1 2 1 1 2: , :H Hµ = µ µ ≠ µ ( 0.10α = )。

解：这是两个正态总体（方差相等但未知）均值之差的检验问题，属

于双边检验。检验统计量为

( )

1 2

y 0
1 1

w

x
t

s
n n

− −
=

+

代入本题中的具体数据得到 ( )1076.75 1072.33 0
2.0546

1 15.27
12 12

t
− −

= =
× +

。

检验的临界值为 0.05(22) 1.7171t = 。因为 2.0546 1.7171t = > ，所以样本值落

入拒绝域，因此拒绝原假设，即认为产品均值有显著差异。

14，测定家庭中的空气污染。令X和 Y分别为房间中无吸烟者和有

一名吸烟者在 24小时内的悬浮颗粒量（以 3g /mµ 计）。设 2
X X~ ( , )X N µ σ ，

2
Y Y~ ( , )Y N µ σ ， 2 2

X Y X Y, , ,µ µ σ σ 均未知。今取到总体X的容量 1n 9= 的样

本，算得样本均值为 x=93，样本标准差为 Xs 12.9= ；取到总体 Y的容

量为 11的样本，算得样本均值为 y=132，样本标准差为 Ys 7.1= ，两样

本独立。（1）试检验假设( 0.05α = )： 2 2 2 2
0 X Y 1 X Y: , :H Hσ = σ σ ≠ σ 。

（2）如能接受 0H ，接着检验假设( 0.05α = )： ' '
0 X Y 1 X Y: , :H Hµ ≥ µ µ < µ 。

解：（1）这是一个两个正态总体的方差之比的检验问题，属于双边检

验。检验统计量为
2
X
2
Y

sF
s

=

代入本题中的具体数据得到
2

2

12.9F 3.301
7.1

= = 。
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检 验 的 临 界 值 为 0.025 0.975
1F (8,10) 3.85, F (8,10) 0.2326
4.3

= = = 。 因 为

0.2326<F 3.301 3.85= < ，所以样本值没有落入拒绝域，因此接受原假设，

即认为两总体方差相等。

（2）因为两总体方差相等，所以这是一个方差相等的两个正态总体

的均值之差的检验问题，属于左边检验。检验统计量为

( )

1 2

y 0
1 1

w

x
t

s
n n

− −
=

+

代入本题中的具体数据得到
( )93 132 0

8.5929
1 110.1
9 11

t
− −

= = −
× +

。

检验的临界值为 0.025(18) 2.1009t = 。因为 8.5929< 2.1009t = − − ，所以样本值

落入拒绝域，因此拒绝原假设，即认为有吸烟者的房间悬浮颗粒显著

大于没有吸烟者的房间。

15，分别在两种牌号的灯泡中各取样本容量为 1 2n 7,n 10= = 的样本，测

得灯泡的寿命（以小时计）的样本方差分别为 2 2
1 2s 9201,s 4856= = 。设两

样本独立，两总体分别为 2
1 1~ ( , )X N µ σ ， 2

2 2~ ( , )Y N µ σ 分布， 2 2
1 2 1 2, , ,µ µ σ σ

均未知。试检验假设( 0.05α = )： 2 2 2 2
0 1 2 1 1 2: , :H Hσ ≤ σ σ > σ 。

解：这是一个两个正态总体的方差之比的检验问题，属于右边检验。

检验统计量为
2
1
2
2

sF
s

=

代入本题中的具体数据得到
9201F 1.8948
4856

= = 。

检验的临界值为 0.05F (6,9) 3.37= 。因为F 1.8948 3.37= < ，所以样本值没有

落入拒绝域，因此接受原假设，即认为第一个总体的方差不比第二个
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总体的方差大。

16，在第 13 题中检验假设（取 0.05α = ）

2 2 2 2
0 X Y 1 X Y: , :H Hσ = σ σ ≠ σ 。

以说明在该题中我们假设 2 2
X Yσ = σ 是合理的。

解：这是一个两个正态总体的方差之比的检验问题，属于双边检验。

检验 统计 量为
2
X
2
Y

sF
s

= ，代 入第 13 题中 的具 体数据 得到

29.295
F 1.1163

26.242
= = 。

检验的临界值为 0.025 0.975
1F (11,11) 3.48, F (11,11) 0.2874
3.48

= = = 。因为

0.2874<F 1.1163 3.48= < ，所以样本值没有落入拒绝域，因此接受原假设，

即认为两总体方差相等。

17，将双胞胎分开来抚养，一个由父母亲自带大，另一个不是由父母

亲自带大。现取 14 对双胞胎测试他们的智商，智商测试得分如下，

双胞胎序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

父母亲代大 ix 23 31 25 18 19 25 28 18 25 28 22 14 34 36

非父母带大 iy 22 31 29 24 28 31 27 15 23 27 26 19 30 28

设各对数据的差 )14,2,1( ⋯=−= iYXD iii 是来自正态总体 ),( 2
DDN σµ 的样

本， 2, DD σµ 均未知。问是否可以认为在两种不同的环境中长大的孩子，

其智商得分是不一样的。即检验假设 0:,0: 10 ≠= DD HH µµ （取 0.05α = ）

解：本题要求一个基于成对数据的检验，双边检验。检验统计量为
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ns
Dt
D /

0−
=

代入本题中的具体数据得到 7895.0
14/74.4
01

−=
−−

=t

检验的临界值为 1604.2)13(975.0 −=t 。因为 1604.27895.0 −>−=t ，所以样本

值没有落入拒绝域，因此接受原假设，即认为两种环境中长大的孩子

智商没有显著差异。

18，医生对于慢走是否能降低血压（以 Hg-mm计）这一问题的研究

感兴趣。随机地选取 8个病人慢走一个月，得到以下数据。

病人序号 1 2 3 4 5 6 7 8

慢走前 ix 134 122 118 130 144 125 127 133

慢走后 iy 130 120 123 127 138 121 132 135

设各对数据的差 )8,2,1( ⋯=−= iYXD iii 是来自正态总体 ),( 2
DDN σµ 的样

本， 2, DD σµ 均未知。问是否可以认为慢走后比慢走前血压有了降低。

即检验假设 0:,0: 10 >≤ DD HH µµ （取 0.05α = ）。并求 Dµ 的置信水平为

0.95的置信区间。

解：本题要求对一组成对数据进行 t检验，且为右边检验。检验统计

量为
ns

Dt
D /

0−
= 。

代入本题中的具体数据得到 5768.0
8/29.4
0875.0
=

−
=t

检验的临界值为 3646.2)7(025.0 =t 。因为 3646.25768.0 <=t ，所以样本

值没有落入拒绝域，因此接受原假设，即认为慢走对于血压的下降没
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有显著效果。

Dµ 的置信水平为 0.95的置信区间为

)587.3875.0()29.4
8

3646.2875.0()
8

)7(
( 025.0 ±=×±=×± Ds

t
D 。

19，统计了日本西部地震在一天中发生的时间段，共观察了 527次地

震，这些地震在一天中的四个时间段的分布如下表

时间段 0点—6点 6点—12 点 12点—18点 18 点—24点

次 数 123 135 141 128

试取 0.05α = 检验假设：地震在各个时间段内发生时等可能的。

解：根据题意，要检验以下假设：

）内是均匀分布的，地震的发生时间在（ 420:0H

检验统计量为 n
np
f

i i

i −=∑
=

4

1

2
2χ ，其中 25.024/6 ==ip 。

代入本题中的数据得到 417.1527
25.0527

128141135123 2222
2 =−

×
+++

=χ ，检

验的临界值为 815.7)14(05.0
2 =−χ 。因为 815.7417.12 <=χ ，所以样本值没

有落入拒绝域，因此接受原假设，即认为地震在各个时间段内发生时

等可能的。

20，美国《教育统计文摘》1993年版给出该国 18岁或以上的人持有

学士或更高学位的年龄分布如下

年 龄 18~24 25~34 35~44 45~54 55~64 65 或以上

百分比 5 29 30 16 10 10



概率论与数理统计及其应用习题解答

81

在阿拉斯加州随机选择 500 个 18岁或以上的持有学士或更高学位的

一项调查给出如下数据

年 龄 18~24 25~34 35~44 45~54 55~64 65 或以上

人 数 30 150 155 75 35 55

试取 1.0=α 检验该地区年龄分布是否和全国一样。

解：根据题意，要检验以下假设：

:0H 阿拉斯加州的年龄分布律为

年 龄 18~24 25~34 35~44 45~54 55~64 65 或以上

概 率 0.05 0.29 0.30 0.16 0.10 0.10

检验统计量为 n
np
f

i i

i −=∑
=

6

1

2
2χ 。所需计算列表如下：

iA if ip inp )/(2
ii npf

1A 30 0.05 25 36

2A 150 0.29 145 155.172

3A 155 0.30 150 160.167

4A 75 0.16 80 70.313

5A 35 0.10 50 24.5

6A 55 0.10 50 60.5

652.6500652.506
6

1

2
2 =−=−=∑

=

n
np
f

i i

iχ ，检验的临界值为 236.9)16(1.02 =−χ 。

因为 236.9652.62 <=χ ，所以样本值没有落入拒绝域，因此接受原假设，

即认为阿拉斯加州的年龄分布与全国的分布一样。
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21以下是某地区 100 个月中各月发生的较大的地震次数

一个月的较大的地震次数 0 1 2 3 4

月 数 57 31 8 3 1

试取 05.0=α 检验假设 :0H 数据来自泊松分布的总体。

解：以随机变量 X表示该地区一个月的较大的地震次数，则要检验假

设 )(~:0 λπXH ，利用极大似然估计可以得到

6.0
100

143382311570ˆ =
×+×+×+×+×

=λ 。

检验统计量为 n
np
f

i i

i −=∑
=

5

1

2
2χ ，所需计算列表如下：

iA if ip inp )/(2
ii npf

1A 57 5488.06.0 =−e 54.88 59.202

2A 31 3293.06.0 6.0 =−e 32.93 29.183

3A 8 0988.018.0 6.0 =−e 9.88 6.478

4A 3 0198.0036.0 6.0 =−e 1.98 4.545

5A 1
0030.00054.0 6.0 =−e

0.30 3.333

741.2100741.102
5

1

2
2 =−=−=∑

=

n
np
f

i i

iχ , 检 验 的 临 界 值 为

815.7)115(05.0
2 =−−χ 。因为 815.7741.22 <=χ ，所以样本值没有落入拒绝

域，因此接受原假设，即认为数据来自泊松分布的总体。

22，一供货商声称他们厂生产的电子元件的寿命（以小时计）服从均

值为 200=θ 的指数分布。现随机地取 1000 只此种元件，测得如下数
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据。试取 05.0=α 检验假设 :0H 这些数据来自均值为 200=θ 的指数分布

总体。

寿命 x
150≤x 300150 ≤< x 450300 ≤< x 600450 ≤< x 750600 ≤< x 750>x

只 数 543 258 120 48 20 11

解：要检验假设 :0H 这些数据来自均值为 200=θ 的指数分布总体。检

验统计量为 n
np
f

i i

i −=∑
=

6

1

2
2χ ，所需计算列表如下：

iA if ip inp )/(2
ii npf

1A 543 5276.01 200
150

=−
−
e 527.6 558.8495

2A 258
2492.0200

300
200
150

=−
−−
ee

249.2 267.1108

3A 120
1177.0200

450
200
300

=−
−−
ee

117.7 122.3449

4A 48
0556.0200

600
200
450

=−
−−
ee

55.6 41.4388

5A 20
0263.0200

750
200
600

=−
−−
ee

26.3 15.2091

6A 11 0235.0200
750

=
−
e 23.5 5.1489

147.101000147.1010
6

1

2
2 =−=−=∑

=

n
np
f

i i

iχ , 检 验 的 临 界 值 为

070.11)16(05.0
2 =−χ 。因为 070.11147.102 <=χ ，所以样本值没有落入拒绝

域，因此接受原假设，即认为数据来自均值为 200=θ 的指数分布总体。
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23，一计算机程序用来产生在区间（0，10）均匀分布的随机变量的

简单随机样本值（即产生区间（0，10）上的随机数），以下是相继得

到的 250 个数据的分布情况。试取 05.0=α 检验这些数据是否来自均

匀分布 U(0,10)的总体。亦即检验这一程序是否符合要求。

数据所在区间 0~1.99 2~3.99 4~5.99 6~7.99 8~9.99

频 数 38 55 54 41 62

解：要检验假设 :0H 这些数据来自均匀分布U(0,10)的总体。检验统计

量为 n
np
f

i i

i −=∑
=

5

1

2
2χ ，所需计算列表如下：

iA if ip inp )/(2
ii npf

1A 38 0.2 50 28.88

2A 55 0.2 50 60.5

3A 54 0.2 50 58.32

4A 41 0.2 50 33.62

5A 62 0.2 50 76.88

2.82502.258
5

1

2
2 =−=−=∑

=

n
np
f

i i

iχ ,检验的临界值为 488.9)15(05.0
2 =−χ 。因为

488.92.82 <=χ ，所以样本值没有落入拒绝域，因此接受原假设，即认

为这些数据来自均匀分布U(0,10)的总体。这一程序符合要求。

24，下面给出了某医院在 1978年统计的70位孕妇的怀孕期（以日计），

试取 1.0=α 检验这些数据是否来自正态总体。

251， 264， 234， 283， 226， 244， 269， 241， 276， 274
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263， 243， 254， 276， 241， 232， 260， 248， 284， 253

265， 235， 259， 279， 256， 256， 254， 256， 250， 269

240， 261， 263， 262， 259， 230， 268， 284， 259， 261

268， 268， 264， 271， 263， 259， 294， 259， 263， 278

267， 293， 247， 244， 250， 266， 286， 263， 274， 253

281， 286， 266， 249， 255， 233， 245， 266， 265， 264

解：本题要求检验 0H ：数据来自正态分布 ),( 2σµN 。根据极大似然估

计计算出 3.260
70
1ˆ

70

1

== ∑
=i

ixµ ， 8.232)(
69
1ˆ

70

1

22 =−= ∑
=i

i xxσ ， 258.15ˆ =σ 。

使用分布拟合检验，检验统计量为 n
np
f

i i

i −=∑
=

8

1

2
2χ 。数据被分成 8组，

频数表如下。

怀孕天数 人 数 怀孕天数 人 数

219.5~229.5 1 259.5~269.5 23

229.5~239.5 5 269.5~279.5 7

239.5~249.5 10 279.5~289.5 6

249.5~259.5 16 289.5~299.5 2
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检验过程中所需计算列表如下：

iA if ip inp )/(2
ii npf

1A 1 0217.0)
258.15

3.2605.229( =
−

Φ 1.519 0.65833

2A 5
0652.0)

258.15
3.2605.229()

258.15
3.2605.239( =

−
Φ−

−
Φ

4.564 5.47765

3A 10
1520.0)

258.15
3.2605.239()

258.15
3.2605.249( =

−
Φ−

−
Φ

10.64 9.39850

4A 16
2412.0)

258.15
3.2605.249()

258.15
3.2605.259( =

−
Φ−

−
Φ

16.884 15.16228

5A 23
2456.0)

258.15
3.2605.259()

258.15
3.2605.269( =

−
Φ−

−
Φ

17.192 30.77013

6A 7 1705.0)
258.15

3.2605.269
()

258.15
3.2605.279

( =
−

Φ−
−

Φ 11.935 4.10557

7A 6
0757.0)

258.15
3.2605.279()

258.15
3.2605.289( =

−
Φ−

−
Φ

5.299 6.79373

8A 2 0281.0)
258.15

3.2605.289(1 =
−

Φ− 1.967 2.03355

3997.47039974.74
8

1

2
2 =−=−=∑

=

n
np
f

i i

iχ , 检 验 的 临 界 值 为

236.9)128(1.02 =−−χ 。因为 236.93997.42 <=χ ，所以样本值没有落入拒

绝域，因此接受原假设，即认为这些数据来自正态总体。（本章习题解答完毕）
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