
福建师范大学康志林硕士学位论文

记号与约定

尼n，尺似n，R++：分别表示m维欧氏空间，n阶实矩阵构成的集合，全体正实数．

S”：礼X钆阶实对称矩阵空间．

S(nl，⋯，‰)：分块对角矩阵空间．且各分块的维数为nlI．一，‰．
咒：半正定矩阵锥．

Ko：锥K的极锥．

z,j：矩阵x上的(i，J)元素．
XT：矩阵X的转置．

X～，xt：分别表示矩阵X的逆矩阵， Moore—penrose广义逆．

X三o(x>-0)：矩阵X是半正定(正定)的．

X考，~／X：半正定矩阵X的对称方根．

vec(X)：死阶矩阵x的列叠成的n2维列向量．

mat：vec的逆算子，表示舻维列向量排成n阶矩阵．

I|x怯：矩阵X∈肝舰的Frobenius范数．

e：舒中的n维向量，且e=(1，⋯，1)T．
·：铲中的标准内积．

圆：标准Kronecker积．

tr(X)，rank(X)：矩阵X∈S“的迹，矩阵x的秩．

4：S”到胛上的线性算子，且4x=【AI·X，⋯，A。·xr Ai为给定对称阵．

A+：线性算子4的伴随算子，且有∥Y=∑yiAi．

厶，，：n阶单位矩阵．

Diag(x1，⋯，zn)：对角元为X1，⋯，‰的n阶对角矩阵．

diag(X)：矩阵x对角元构成的n维向量．

A。。嚣(X)：矩阵义的最大特征值。

A(x)：矩阵x实特征值组成的向量．即A(x)=(A1，⋯，An)r．

c=max{a，6)：c中第i个分量Ci=max{ai，执】-，其中a，b是肝中礼维向量．
arg min{f(z)：o∈x)：y(z)在x上的最小值解集．

v，(z)：1(27)在点z的梯度．
+。。：正无穷大．

intS，riS，OS：分别是集合S的内部，相对内部和边界．

●：定理或命题证毕，例子求解完毕．
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摘要

本文主要探讨线性二次半定规划问题(L-QSDP)的结构特征及其求解算法，主

要由三部分组成．第一部分，先讨论线性二次半定规划问题的对偶性理论及其最优

性条件，进而讨论该规划问题的原始对偶内点算法。给出了基于Ⅳ?搜索方向唯一

性的证明．数值试验上，对礼=3的情况，给出具体算例，并在MATLAB 7。01上进

行数值模拟，验证了算法的可行性．同时，进一步探讨了该二次半定规划与半定最小

二乘问题的联系，给出了在一定条件下它们之间的转换关系．第二部分，拓广了半定

最小二乘问题模型(SDLS)的定义，提出了变量有界半定最小二乘问题(BV-SDLS)，

同时给出了任意实对称矩阵在由有界约束矩阵变量构成的闭凸集上的精确投影表示

式，并在此投影基础上，探讨了该(BV．SDLS)的求解算法，即投影拟牛顿算法，给

出了其算法框架．最后在MATLAB 7．01上进行数值试验，并与原始对偶内点算法

比较，进一步说明算法的可行性及有效性．第三部分，进一步考虑(BV-SDLS)模

型的拓广形式，探讨了一些特殊情形以及施加某种限制下的投影显式，并考虑它相

应的求解算法．

关键词：二次半定规划 半定最小二乘 内点算法 变量有界 投影拟牛顿

算法
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Abstract

In this paper，we discuss the feature and solving algorithms for the Linear

Quadratic Semi-definite Programming(L-QSDP)．This paper mainly consists of three

sections．

In the first section，we establish the duality theory and the optimality conditions

in the problem of L-QSDP．and study the primal dual interior point method for this

problem．Meanwhile，we give the proof of the unique solution based on the NT

seardl direction．Furthermore．we make the MATLAB code for experiment when

the number of dimension n=3，and give the numerical simulation in MATLAB 7．01，

which verify its feasibility．Finally,we discuss the relation between the quadratic

semPdefinite programming and the semi-definite least squares problem，and then

provide the conversion relationship between them under some conditions．

In the second section，WC extend the definition of the semi—definite least squares

problem(SDLS)，and propose the semi—definite least squares problem with bounded

variables(BV-SDLS)．At the saJne time，we give the projection of symmetric matrix

onto the closed convex set．which is composed of the boundary constrains．We

also study the solving algorithm for(Bv．SDLS)based on this projection，i．e．the

projected quasi—newton algorithm，and give the algorithm frame for this problem．In

the end，we make an experiment in MATLAB 7．01。and compare numerical results

with that of the primal dual interior point method．Numerical results show that the

extended approach is feasible and validity．

In the third section，we further discuss the extension of(BV-SDLS)，and propose

the explicit projective formula in certain particular circumstances。Moreover，we also

study its solving algorithm．

Keywords：qua．dratic scmidefinite programming，semi-definite least squares，

interior point method，bounded variables，projected quasi-newton algorithm。
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中文文摘

本文主要探讨二次半定规划问题的特征和求解算法，研究的理论依据主要是对

称矩阵论及非线性规划的对偶理论．文章的结构安排如下．

第一章概括了目前国内外关于(二次)半定规划问题的研究情况和主要成果，

指出(二次)半定规划数学模型广泛的实际应用背景及其重要的理论意义．

第二章研究一类特殊的二次半定规划问题的结构，其目标函数中的半正定自伴

随线性算子Q(x)=∑只X只，R三0，即

Z

xra∈isn。ilx·i∑=1只xR+c·x
s．t AX=b

X>一O

其中C∈Sn,X∈Sn,4x=(Aa·X，⋯，Am·x)，A∈S”，且集合{Adi=

1，2，⋯，m)中各矩阵元素线性无关．同时，讨论该线性二次半定规划问题的对偶

性理论及其最优性条件，在此基础上。进而考虑该规划问题的原始对偶内点算法。

给出了当X。Z正定时，系统

(一杰c兰@只，H三T I。)(iA{塞A1 N i／、)2(囊)
I l lI 、 7 I J P l

l一∑(只@只) ¨ I-l砌I
I {= II ． J I I

＼ M 0八、叱c～口厶， ＼rc／
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与半定最小二乘问题的联系及其转换关系，主要结论是命题2．4．1，命题2．4．2，命题

2．4．3．

第三章中，我们从第二章中二次半定规划问题出发．继续深入探讨特殊的二次

半定规划问题(z=1，P=厶)，即半定最小二乘问题(SDLS)，并在此基础上，提出

了比(SDLS)更一般化的变量有上限约束半定最小二乘问题(BV-SDLS)

xm秒in划I x—c幅

s．t AX：b (BV—SDLS)

0墨X墨8Jn

本章主要工作是，先对半正定矩阵锥趿进一步拓广，定义一闭凸矩阵集合

Qp=fX∈Sn 0 5 x 5 p厶)，其中p>0，并给出了任意实对称矩阵C∈酽在该

闭凸集‘护上的精确投影表示式

R口(G)=僻=PcDiag{max{O，rain{fie，A(c))))露

以及C到闭凸集Q口的半平方距离(half-squared distance)

dnp(c)2 xra∈nin口§1Ix—Cll；-

=i1(∑执一缪)2+∑碍)
^t>口 At<O

其中凡是实对称矩阵C的特征值．主要结论有定理3．2．10及其推论3．2．1l，推论

3．2．12．在上述投影的基础上，进而探讨了变量有界半定最4'--乘问题(BV-SDLS)

的求解算法，即投影拟牛顿算法，并给出了其算法框架。邵算法0．0．1(文中算法3．3．1)．

算法0．0．1．投影拟牛顿算法

给定初始点Yo∈艘，初始Hessian逆近似矩阵风∈Sm，0<￡<l，通常取
Ho=厶，

Step 1：根据定理7．2．10的投影显式计算：

Xk=只2口(C+A+Yk)

V(一即(弧))=AXk一6全夕奄

叩(弧)=dn．(C+A+Yk)一；Jlc+A+弧jJ刍+；110ll刍+订6

Step 2：若II鲰II<￡，则迭代中止．否则计算搜索方向以=一仇玑

IV
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Step 3：沿方向dk作线搜索，确定步长ok>0，令Yk+1=yk+Q七以．计算：

X七+1=Rp(C+A’yk+1)，V(一77(玑+1))=城+l—b全gk．+1

Step 4：校正风产生玩+1，使得拟牛顿条件成立：

风+l弧=Pk．其中qk=弧+1一鲰，Pk=Yk+1一弧

Step 5：k=k+1，转Step2

依此算法迭代，最终可获得对偶问题(3．1)的最优逼近解扩，与此同时得到原

问题(B％SDLS)的最优解X‘．在算法执行上，需要计算岛一，dnz，文中我们已明确

给出其精确表达式．值得一提的是，该算法对于规模稍大的问题也是适用的．

最后我们在MATLAB 7．01上进行实验，通过三个数值实验验证了算法的可行

性，并将其与内点算法进行比较，进而说明了算法的有效性．

第四章中，我们对(BV-SDLS)模型作进一步推广，讨论如下二次半定规划问

题：

心min。{llX—c临
s．t 4X=b

0冬X 5 B，B∈．旺

指出在矩阵变换下可将上述问题转换为如下等价问题。

恕舭一诉
s．t 4X=b

0 1 X冬Diag

其中Diag=Diag{pl，卢2，⋯，‰)，pl，p2，⋯，如是矩阵B的n个特征值．

除此之外，我们进一步考虑了几种特殊情形下任意实对称矩阵C∈伊在该闭

凸集甜={X∈Sn 1 0 5 X 5 Diag}上的投影，主要有命题4．1．1，命题4．1．2．进

一步地，在对矩阵C与JE7施加某种限制CB=BC后，得到如下更广义的投影表

达式

玮(C)=QDiag{max{O，仇{孔{A(C)，入(B))))Q丁

即定理4．1．3，其中A(C)，A(B)分别是矩阵c和B的特征值向量．

V



第l章引言

1．1历史文献介绍

第1章引言

半定规划(Semi．definite Programming Problem(SDP))是定义在半正定矩阵

锥上的规划，是线性规划。凸二次规划，二阶锥规划的一种拓广i1】'它之所以具有

较强的生命力，不仅在于它在系统论、控制论、特征值优化、组合优化【2】等诸多

领域具有着广泛的应用，而且在于它为研究更广泛的凸优化问题的性质和算法提供

了一种独特的方法，且无论在理论上还是在实际中它都有行之有效的多项式时间算

法．甘前，研究较多的半定规划问题是在满足约束”对称矩阵的仿射组合半正定”

的条件下，使线性函数极小化，其标准形式如下t

min C·X
XES“

s．t AX=b

X三0

(L—SDP)

其中，GX，At∈Sn，A是定义在铲到胪的线性算子，AX=(A1·X，⋯，月仇·
x)r，Ai∈S“，i=l，⋯，m，且集合{Aili=1，2，⋯，m}线性无关． b∈妒，其相

应的伴随算子为4+：月甲_∥，且4‘Y=∑犰A．容易发现，这个锥约束是非线性
i--1

的，非光滑的，凸的，故线性半定规划是一凸优化问题．进一步地，如果目标函数和约束

条件都是线性的。称之为线性半定规划(Linear Semi—definite Prograznming，简记为

己一soP)，其它的称之为菲线性半定规刘(Non-Linear Semi-defiuite Programming，

简记为ⅣL—SDP)．一般情况下，如果没有特别注明，半定规划指的是线性半定
规划．

早在1963年，R．Bellman和K．Fan【31就构造了一个SDP问题，考虑将线性规划

中的向量变量用矩阵变量代替，并给出了对偶理论以及强对偶理论成立的一个正则

条件．20世纪70年代初，Donath和Hoffman，Cullum和Wolfel4,s】把一些图分割问

题转化为特征值优化问题，进而转化为标准的SDP问题．事实上，很多组合上的问题

都可以最终松弛为半定规划问题，比如最大割问题[61[71、适应性问题(Satisfiability

Problem(SAT))(NP．C 1971 Cook)lSl，以及求一个图的团数(Clique Number)(NP—

hard)、色数(Chromatic Number)(NP—hard)等，都可以用SDP松弛得到它的一个

界值估计．如考虑一无环、无重边的无向图G=(V E)，V=(1，⋯，n)．(i’j)表示顶

点为i，J的边，锻i表示边(j，j)的权，最大割问题其实是把顶点分为K，儿两部
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分，使得 ∑ wij达到最大，事实上等价于如下规划问题
诞H，jEv_

"lnZ

S．t

当i∈晦时，佻=1；当i∈u时。饥=-I．令W=(蚴)n×n，L=Diag(We)一W，
则上述问题可转化为

maX

s．t

其中u=(Vl，⋯，％)T．令c=寺，X=口r口，则可得到如下半定规划松弛问题

max C·X
X15S“

s．t diag(X)=e
X>-O

基于该问题的广泛性，人们就希望能够通过分析半定规划的内部结构，寻求一

种求解SDP问题的有效算法． 1984年，Karmarkar[9l提出了求解线性规划的多

项式时间内点算法，至此以后的几年里，内点算法发展迅速并日趋成熟，同时也为

SDP的发展奠定了必要的基础， 1988年，Nesterov和Nemirovskiillo，llj通过引

入自调和函数(Self-concordant function)提出了用内点算法解决凸规划问题的方法

框架。同时说明凸集上线性函数的最小化。可借助子该集上的自调和障碍函数在”

多项式时间”内完成．特别指出，线性规划，含凸二次约束的凸二次规划，半定规

划都有明确且易于计算的自调和障碍函数，因此它们都可以在”多项式时间”内完

成．由于半定规划是线性规划的拓展．许多学者就考虑将线性规划的内点算法推广

至半定规划，1992年，Alizadeh[12】直接将求解线性规划的多项式时间的内点算法

推广至半定规划，自此以后的十几年里，诸多学者就一直热衷于研究半定规划问题

的内点算法，包括JarreIl3】，Alizadeh，Haeberly,and Overtonil4j，Kojima，Shindoh，and

Hare[15】，Nesterov and Todd[16l等等．值得注意的是，半定规划的内点算法不同于线

性规划，依KKT系统给出的搜索方向并不能满足对称性，故有必要先对KKT系统

中的互补松弛条件对称化．经过几年的发展和完善，现今的对称化方法主要有AHO

方向114]，KSH方向【15】，Ⅳ丁方向1161，经验表明使用Jv丁方向相比于AHO，KSH方

向会更加稳健(Robust)[16J．

可以发现，自上世纪90年代以来的十几年里，半定规划的求解更多的是考虑用

内点算法，但在一定条件下对矩阵变量的维数死足够大，约束超过7000个的问题

2

n妨II仉．一一U以^Ⅲ(1—4∈∑仉

n

、，11

口

一

，o

rt，∈

1—4

"
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时，内点算法就显得无能为力了，而在实际工程运用中，经常遇到大规模的问题，

故有效解决大规模半定规划问题已经成为迫切需要解决的问题．基于此，Christoph

Helmberg等1171【7l于1997年将削甲面算法用于线性半定规划的松弛问题，并得到

了很好的效果．至此，割平面算法也成为了求解线性半定规划的热门研究话题，直

至今日，割平面算法主要有三种不同类型的方法：谱丛方法【181，线性规划割平面方

法【191，解析中心割平面算法(ACCPM)[201．2001年，Kanzow和Nagel【2l】122】将扰

动的互补松弛条件等价改写为非线性映射西：p×酽×R+_Sn：≯(X，S，7-)=0，

在此主要讨论了两种西形式，光滑最小化函数(Smoothed minimum Functiion)和

光滑F—B函数(Smoothed Fischer-Burmeister Function)，并将牛顿型方法应用于非

线性系统，数值结果显示这种方法优于内点法． 2006年，J．Povh㈣等提出了线

性半定规划的边界点算法(Boundary Point Method)，实际上是将增广Lagrangian

罚函数方法应用于半定规划问题，从半定规划的最优性条件(KKT系统)出发，但

其不同子原始对偶内点算法，在每次的循环过程中，始终保证每次迭代的原始变量

儿及对偶变量五处于半正定矩阵锥的边界上，且恒满足KKT系统互补松弛条
件．当关于原始与对偶线性方程在误差允许范围内满足可行性，该算法最终保证原

始变量虬和对偶变量磊趋于原问题和对偶问题的最优解X‘，Z‘．

半定规划的日渐成熟与发展，为分析和解决工程及其他规划问题提供了强有力

工具，比如非凸二次约束的二次规划问题、整数规划问题．对于非凸二次约束的二

次规划问题：

inf z丁Qoz 营
￡

s．t．XTa{z=B V i

inf Qo·XXT
Z

s．t． Qt·zzT=Q V i

通过适当的替换(令zz7’=y)，可以很容易得到如下SDP松弛问题

≯西‰·y
s．t Qi·Y=Q V i

Y三0

从而可获得原问题的一个界值估计．

我们知道，大部分整数规划都是NP一完全或者NP．难问题，很难找到多项式

时间算法求解，目前解决整数规划(IP)的通用方法主要有：分支定界法，割平面方

法，动态规划方法．当然，在利用这些通用算法求解时，并不是仅仅孤立地使用，

为了得到更好的效果，经常是将这些方法或者与其他方法结合起来．在求解整数规

划过程中经常涉及到最优解的定界问题，可以通过求解SDP松弛问题【24】来获得

3
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原问题最优解的一个界值估计．当原始问题不好求解时，经常借助对偶问题来分析

原问题。甚至可通过对偶问题获得原问题的解．比如，二次(一1,1)整数规划问题

rain⋯ 互1zT啦+cTz
xe{-1，1’n

‘ 。

其中Q∈铲，C∈俨．令人惊奇的是，其对偶问题最终可变为如下简单的线性半定
规划问题：

(A，1)∈』p+1

s．t(Q+2DTin夕‘A’2r—CC 2一eTA)三。、
1

Z7-一
1

A，

20世纪90年代考虑的SDP都是线性半定规划问题(L-SDP)，即目标函数是线

性的，随着研究的深入，人们自然而然地要考虑非线性半定规划问题，而线性二次

半定规划(Linear-Quadratic Semi-definite Programming，简记为。L-QSDP)是二

次规划的推广，同时也是最简单的一种非线性半定规划，而且它在控制论中也有比

较强的应用背景，因此探讨二次半定规划问题的结构及求解算法就显得很有必要也

很有意义．在此之前，先给出二次半定规划一般模型【25】：

rain{X·Q(X)+C·x
X6S"

z 7

s．t AX：b (QSDP)

X兰0

其中， Q是铲到铲的半正定自伴随算子(Self-adjoint Positive Semi．definite

Operator)，即对任意／4，B∈酽，有

Q(A)·B=A·Q(B)，Q(A)·A≥0

进一步地，若算子Q(X)关于X是线性的，则二次半定规划(QSDP)即为线性二

次半定规划(L-QSDP)．显然，对(QSDP)，若不存在二次项，则(QSDP)即为线性

半定规划问题(L-SDP)．

Guan[25】考虑了如下二次半定规划s

xm∈isn。
；uecT(x)少丁岁uec(x)一矿夕t，ec(x)+c·x

s．t AX=b

X三0

其中夕=(vecrFl，⋯，vecrF,)T∈彤×矿，只(i=1，⋯，s)均为n阶实对称矩阵．

Gusrt将此二次半定规划问题的最优性条件等价转化为线性变分不等式，将用于求

4
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解单调线性变分不等式的投影收缩算法(PC算法)，应用到该二次半定规划问题中

来，但是该算法解决的仍只是一些小规模问题，当(QSDP)的规模比较大时，PC

算法收效甚微．基于此，Xul261在文献【16】基础上将求解线性半定规划的原始对偶

内点算法推广至文献【25】中讨论的二次半定规划，给出了短步长路径跟踪算法，数

值试验结果也表明基于NT方向的内点算法优于PC算法．除此之外，K．C．Toh等

【27】进一步探讨了一般二次半定规划的不精确原始对偶内点算法．

半定最小二乘问题是一类特殊的二次半定规划问题，其标准形式如下：

娜min。{11x—c幢
s．t似=b

X三0

容易发现，该规划是严格凸规划问题，且目标函数具有平方和这种特殊形式，从而

给问题的求解带来了某种方便，对于该问题，除了能够运用一般求解方法(原始对

偶内点算法)外，还可以考虑其他一些更为简便有效算法． 2002年，High锄【281
考虑了约柬仿射算子为对角算子(4=出叼)半定最小二乘问题的求解算法，即校

正交错投影算法。该算法在原来交错投影运算的基础上引入Dykstra校正步例，然

后交错投影到由约束集构成的闭凸集合上，最终保证算法收敛到全局最优点．有关

交错投影算法的描述，可进一步查阅文献[30】。在半定矩阵锥投影算子B竺13,】的基

础上，2005年，Malick．j1321只对仿射约束求Lagrangian对偶，提出了该问胚的

部分对偶方法，并利用对称锥的Moreau分解定理将对偶问题改写为目标函数如下

相对简化的无约束优化问题

77(!，) =-d(s7)。(c+A’Y)+{IlcI|刍+yrb
=一；11 Ps7(c+4’Ⅳ)JI斋+{11Cll；,4-yTb

这种方法可以有效地解决中等规模的(SDLS)问题． Boyd S，Lin Xiaol删在【32】

的基础上进一步考虑了含不等式约束的二次半定规划问题，称之为协方差矩阵校正

问题(LSCAP)：

心min。；llX—c幅
s．t 4X=b

纺X冬d

X三0

其中留x=(局·X，⋯，昂·x)T，d∈Rp．易知(LSCAP)也是凸二次半定规划问

题，若不考虑约束中不等式，则(LSCAP)即为半定最小二乘问题．对于此问题，当

5
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变量个数小于1000，即对应于n=45情况，可以由内点算法【16J得到有效的解决．

Boyd S从问题本身出发，经过化简，得到不含矩阵变量的有约束对偶问题．其约束

变量个数为不等式约束的个数，并给出了(LSCAP)的对偶投影次梯度算法，同时

讨论了步长选取的条件及算法收敛性问题．之后，Houduo Qi等f34l进一步考虑了

约束仿射算子为对角算子的半定最小二乘问题。通过对偶性理论将规划问题转化为

求解关于半正定锥投影算子的非光滑方程

F(y)：=4(C+A’y)+=b

其中耳定义为C到半正定矩阵锥毋上的尺度投影．同时，作者利用非光滑牛顿
法f351求解该方程，并由半正定锥投影算子的强半光滑性例吲，证明了当初始迭代

点充分靠近最优点时，非光滑牛顿法的二次收敛性．

2007年， Igor Grubisic等f38J进一步强化了仿射和半正定约束，考虑低秩

(10w-rank)矩阵校正问题，即在约束中增加一个秩的约束．

挪min。钏x一哪
s．t rank(X)≤d

咒{=bi，i=1，⋯，n

X三0

其中d∈．[1，⋯，n)，目标函数中的||．II是定义在伊上的哈达玛半范数(Hadamard

semi—norm)，i．e．，

勃x—ell2=去∑Wtj(xo一％)2- -

i<j

其中∥是元素非负的加权矩阼．注意到，当d<n时，约束集fx∈Snlrank(X)≤d，

是一非凸集合，因此无法用标准的凸优化方法，如之前介绍的内点法，交错投影算

法来解决．事实上，交错投影算法所产生的序列只能产生问题的一可行点，并不能

保证收敛到最优点． Igor Grubisic等从几何优化角度出发，对约束集进行参数化

处理得到Cholesky流形(Cholesky Manifold)，并赋予黎曼结构．将原问题转化到

Cholesky黎曼流形上的优化问题，并利用近几年发展起来的流形上数值优化算法。

如牛顿法，共轭梯度法进行求解，得到了很好的数值结果．

上述这些都是国内外关于(二次)半定规划取得的一些成果及最新进展．在以

下章节。作者拟对线性二次半定规划及半定最小二乘问题作进一步的讨论与拓展．

6
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1．2本文主要工作

线性二次半定规划(L-QSDP)是半正定锥上最简单的一类非线性半定规划问

题，它在控制论中有很多应用，特别是作为(L-QSDP)的特例一半定最小二乘问题

(SDLS)，在证券，金融风险分析【321，稳健性二次优化中更凸显其魅力．

考虑到二次半定规划在实际生活中的广泛应用，本文在线性半定规划的基础

上，考虑了一类线性二次半定规划问题的对偶性理论及其最优性条件。进而探讨该

规划问题的原始对偶内点算法，给出了基于Ⅳ丁搜索方向唯—性的证明．同时，进

一步研究了该二次半定规划与半定最小二乘问题问的联系，给出了它们之问的相互

转换关系．数值试验上，对n=3的情况，给出具体算例，并在MATLAB 7．01上

进行数值模拟，验证了算法的可行性．

半定最小二乘问题(SDLS)在投资组合证券风险分析、估计等方面有着广泛的

应用，而在实际问题中，经常要求矩阵变量约束是有界约束，即上有界及下有界．

基于此，我们对半定最小二乘问题模型(SDLS)的定义进一步拓广。提出了变量有

界半定最小二乘问题(BV-SDLS)，同时给出了任意实对称矩阵在由界约束矩阵变量

构成的闭凸集上的精确投影表示式，该式是在半正定矩阵锥上投影的推广，并在此

投影基础上，探讨了该(Bv-SDLS)的求解算法，即投影拟牛顿算法，给出了投影拟

牛顿算法的求解框架．最后在MATLAB 7．01上进行数值试验，并与原始对偶内点

算法比较。进一步说明算法的可行性及有效性．最后，进一步考虑(Bv-SDLS)模

型的一般形式，探讨了一些特殊情形以及施加某种限制下的投影显式，并探讨了它

相应的求解算法．

7
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第2章二次半定规划问题及其内点算法

自上世纪90年代以来，内点算法就一直是解决线性半定规划(L-SDP)问题比

较常用的算法，而对于线性二次半定规划(QSDP)，我们知道，目标函数中半正定

自伴随线性算子Q(x)不同就对应着不同类型的二次半定规划。本章中取

l

Q(x)=∑RxR，R三0
i=1

并考虑该线性二次j卜定规划问题的对偶性理论及其最优性条件．进而探讨该规划问

题的原始对偶内点算法，给出了基于Ⅳ丁搜索方向唯一性的证明．同时，我们进一

步探讨了该二次半定规划与半定最小二乘问题的联系，给出了它们一定条件下的相

互转换关系．

在此。将本章节中有用到的标准Kronecker积的性质叙述如下。详细的可参阅

文献【16，41，42]，

·Q·R=钞ec(Q)rvec(R)；

·(Q@R)r=QT o RT；

·(Q Q R)vec(a)=vec(RGQT)；

·(Q@兄)(G圆T)=qa@RT；

·若Q，R均可逆，则(Q o尺)-1=Q-1@R．1；

·若死阶矩阵Q的所有特征值的集合为A(Q)={k悻=l，2，⋯，亿】．，罪阶矩阵

R的所有特征值的集合为^(冗)={#jlJ=1，2，⋯，n)，则Q p R的所有特征值的

集合为

A(Q o R)={九如l{，J=l，2，⋯，礼)．

2．1二次半定规划问题及对偶理论

考虑如下二次半定规划：

xm意in翼至蹦肘队x (2．1)s．t 4X=6 ～“‘，

X三0

8
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其中只∈毋(i=l⋯z)．易验证Q(X)=∑Rx只(只三0)是半正定自伴随线性

算子．事实上，对于任意的A，B∈铲，有：

Q(A)·B=∑只AR·B=tr(∑R月只B)=∑t7．(只A只JE7)

A·Q(8)=A·∑只BR=打(∑APtBP0=tr(∑只A只B)=∑tr(PtAPiB)

即

Q(A)·B=A·Q(B)

且由于砰A砰∈S“0=l，⋯，1)，则

‘Q(A)·A=∑只A只·A=∑tr(P_iAPiA)
‘ 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 l ‘ 1 l

=∑tr(砰砰AP／5覃A)=∑tr(P；’A砰覃A砰)=∑|J砰A砰临≥0

在后续章节中我们将发现该类型二次半定规划是半定最小二乘问题的拓广形式．

通过对目标函数进行改写，我们有：

jx·∑只x只+C·x
4“

f

=≥uec(x)Tvec(∑Rx只)+c·X
i=1

j

=；uec(x)T(∑只o POvec(X)+C·x

当只兰o(只>-o)，由标准Kronecker积性质，有∑R o只三0(∑Pi@只>一o)，矩

阵的半正定约束虽然是非线性非光滑的，但也是凸的，故该二次半定规划为凸(严

格凸)二次优化问题．

若取矩阵变量X=Diag(xl，．T2，⋯，‰)，令Ⅳ=vec(X)，则X三0营vec(X)≥

O．故二次半定规划就等价于如下二次规划问题：

譬m∈：ini 5yT‘纛TPi@：Pi，)Y：+1v，e⋯c(C，)Tyvec(A Y bi i m t，，、z．．z，s．t {)T=，=1，⋯， ，

在讨论该规划的对偶性及最优性条件之前，先给出以下几个有用的引理；

9
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引理2．1．1．【6】设A，B∈S”，若A兰0，B三0，则A·B≥0，且A·B=0

当且仅当A口=0．

引理2．1．2．【6】设B是亿×n阶非奇异矩阵，则A∈卑当且仅当BrAB∈卑j
A∈卑+当且仅当BTAB∈肆+．

弓l理2．1．3．若只=掣，圣=l，⋯^则竺掣=圭只x最，
证明：由[41】，O(t7(X狱AXB))-=(AXB+BXA)T，则

a(§小E PiXPd a(扣(x夏P,XPd)

——荀卜2———静一
a(§打(∑xp‘xPd)

一————劢F—一
．8(￡r(∑xptxPd) ．

一互———刁又—一
=j∑(户；x只+只x只)r2厶、。17‘‘l’4 I。、o l，

f

=∑只x只

引入拉格朗日乘子A∈∥，Z∈辩，则二次半定规划问题的拉格朗日函数为t

L(X，入，z)=去x·∑只x只+c·x一∑气(A·X-hi)一X·Z，。

i=I i=l

由引理2．1．3可求得函数L关于变量X的偏导数，并令其为0，则有：

装=妻只x只+c一喜砌t—z=。，z三。
利用凸规划的对偶理论，可得原二次半定规划的对偶规划：

l，孔

mA，azx—ix-i∑=I蹦a+汹E九玩
f m

s．t∑只x只+C一∑九A—Z=0
t=1 i=1

么三0

10
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显然，原二次半定规划(2．1)的对偶规划也是二次半定规划，目标函数是拉格

朗日函数在可行域上的简化．当然，在一定条件下，可以把对偶规划改写为只含对

偶变量入，Z的规划形式。在此，我们考虑一般情况，即只∑00=l，⋯，f)的情

形，而R>．o(i=l，⋯，z)是显然的．

引理2．1．4．[41J pJ若矩阵Q(i=1，⋯，z)相互正交，即Q}q=oci≠J)，则

(Q1+Q2+⋯Qf)’=Q{+Q；+⋯+Q；，

例对于任意n阶矩阵Q，R，有(Q固R)t=Q’@Rt，(Q+)T=(QT)’．

引理2．1．5．若矩阵掣=只(i=1，⋯，c)，则只与弓“≠J)正交当且仅当
只。只与弓@另正交．

证明：若只与B正交，即R弓=0，则

(E o只)?(Pj p Pj)=(R Q P,)C5@弓)=只弓9 RB=0．

反之，若只。只与毋9另正交，则只弓@P,Pj=(只p只)(B@B)=(R@

只)T(B@Pj)=0，故推得只弓=0， 1

l

假定关于X的矩阵方程(2．4)是有解的，用钌ec算子作用，有(∑只oPdvec(x)=
l

i=l

t，ec(印，则取其一特殊解： vec(X)=(∑只。只)’uec(S)．因此，当二次半定规划
t=1

(2．1)eel_阵只与B正交，即只局=0时，由引理2．1．4，引理2．1．5，易发现其对

偶目标甬数也具有二次半定规划(2，t)的表达形式．事实上，对偶规划(2．3)的目

Qpc，)垒一G—A～
m∑汹

+Z=RXR
，∑僦

记现
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标函数可进一步改写为：

-'x◆∑只x R+∑人坟
i=l I=l

f m

=一；"ec(x)r(∑只@只)vec(X)+∑凡瓯

：一；可ec(s)r(圭只@只)’(圭只@R)(圭只。R)tuec(s)+曼八机
1亏1

‘。1

m‘。l
{21

= 一；可ec(s)r(∑只。只)’"ec(s)+妻Aibi

=一；uec(s)r∑(只。只)’口ec(印+∑九机
一‘

m

=一；可ec(s)?(∑辟固磷)∞￡c(s)+∑～玟
．

‘ 仃l

=一juec(s)T?Jec(∑日s辟)+∑九兢
‘ ．tn

i=l i=1

‘ m

=一；s·∑辟s爿+∑A‘兢

因而，当二次半定规划(2．1)中矩阵只与B正交，即JF：弓=0时，其对偶规划具
有与原规划异常对称的表示式：

‘
．

m

程一抄i∑=1曩s牟+i￡=1沁魂 (2．5)^，o lZ．6 J

s．t A∈∥，Z三0

其中s=Z+∑八4f—c，曩是矩阵只的Morre—Penrose广义逆．
{=l

设原始问题的目标函数为F(x)，对偶问题的目标函数为叮(A，z)=mxin L(X，A，z)，

原问题的可行域为口=fX∈铲I 4l·x=仇0=l，⋯，m)，X艺o)．由凸规划的
对偶性理论，我们有如下弱对偶定理：

命题2．1．6．设X为二次半定规划原问题的可行解， A，Z为对偶问题的"-T4r

解，则

s．u。p q(A，z)≤inyf F(X)
A．Z ^

证明；设Y为原问题的可行解。 X，A，Z为对偶问题的可行解． F(X)=
f

；x·∑只x只+C·x为凸函数，由凸性可知， 拟，y∈刃，有F(Y)≥F(x)+
i=1

l

VF(X)·(y—x)，其中vF(x)=∑只xB+C．因为x，入，z为对偶问题的可行
{：1

12



第2章二次半定规划问题及其内点算法

解，所以VxL(x，A，Z)=V尸(．x)一∑AiAi—z，z兰0．
i=l

F(Y)之F(X)十(E丸A{一Z)·(Y—X)
害1 仇

=r(x)+E Ai(Ai·y)+z·y一∑Ai(Ai·x)一x·z
{=1 t=l
m

≥F(X)一∑Ai(Ai·X—bi)一x·Z=L(X，A，Z)
l=1

故g(A，Z)=in、，f L(X，A，Z)≤F(x)，进而q’=sup g(A，z)≤inf F(X) _
^ A．Z “

命题2．1．7．设一X，灭，一Z满足二次半定规划(2．1)的KKT条件(2．6)，则叉和

(天，Z)是原问题与对偶问题的最优解，且具有零对偶间隙．

证明：由已知叉，页，Z满足二次半定规划(2．1)的KKT条件，故又是原始可

行的．又L(X，-，一Z)关于X是凸函数，由KK丁条件的第二式知，L(X，天，芴在
叉处的梯度为0，即VxL(-Z，页，Z)=0，也即L(X，页，一Z)在叉处取得最小值，因而

有

口(天，-Z)=L(一X，页，劢

=尸(叉)

故叉与(天，Z)具有零对偶间隙．再由命题2．1．6知，又是原始最优解，(天，Z)是对

偶最优解． ●

注2．1．1．命题2．J．7给出了二次半定规划的最优性条件，为我们用原始对偶内

点算法解决此二次半定规划问题(2．1)提供了理论依据．

2．2原始对偶路径跟踪算法

众所周知，在对优化问题(特别是凸规划问题)进行求解时，经常从该问题的最

优性条件出发，去求关于最优性条件的非线性方程组，因此我们有必要先了解最广

泛也最经典的求解非线性方程组方法，即牛顿法．

设．厂：舻一舻是连续可微向量值函数，考虑非线性方程，(z)=0，若给定初

始点XO∈Rn，依

扩+1=≯一V．f(x七)一1．，(矿)

13
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迭代。并设搜索方向d=Ax七，下一迭代点z七+1=矿+Ax七，则有

V，(z‘)△z七=一，(z七)

易发现，经过牛顿法改写的方程组是一线性方程组，相比较于非线性方程组求

解，自然会容易得多．如果，仅仅是局部Lipschitz函数，而非光滑向量值函数，显

然上式是不适用的，但是，我们可以用，在点≯的广义Jacobian矩阵Of(xk)【-’sl

来取替Vf(x知)，利用迭代式z¨1=≯一盯1-厂(≯)，其中坎∈a／(x七)．可以证明．
当向量值函数，是半光滑(semismooth)函数且满足某些条件下，迭代式所产生的

点列局部(全局)收敛于，(z)=0的解[35】．因此，牛顿法对于求解非线性方程组
是相对有效的。

进一步，在讨论二次半定规划的内点算法之前，先引入矩阵函数方向导数㈣

概念．其实，矩阵函数的方向导数是向量值函数方向导数的推广．

定义2．2．1．删设F是Sn到Sn的矩阵函数，且X，日∈p，若极限F(x，日)=她拿型掣存在，则称P(x，Ⅳ)是F在点X沿着Ⅳ的方向导数．
1

引理2．2．1．矩阵函数F(X)=∑只x只沿日的方向导数为∥(x，H)=
i=l

l

∑R胃R．
i=I

证明：由矩阵函数方向导数的定义，有

F，(x，Ⅳ)=lim。丛垫生字二坠型
t—+U

’

f l

∑只(x+_rH)．P；i一∑只xB

J

因此有F7(x，H)=∑只Ⅳ只．
i-----]

lira!三! !三!

r—÷0 7

f

r∑只何只
lim jL．
r_O 7

i

∑只H只

14
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第2章二次半定规划问题及其内点算法

由§2．1节出发，我们容易得到二次半定规划(2．1)的KKT条件：

At·X=bi，i=l⋯m
f ”

∑只x只十c一∑AiAi=Z
z

任1
‘甍 (2．6)Z m 、o‘o，

x·Z=xz=X·(∑只x只)+C·x一∑Aibi=0

X=．Yr卜0．Z=ZT卜0

先对KKT系统的第三个方程进行松弛，即将其改写为XZ=M(u>o)，得到扰

动方程组：

Ai·X=bi．i=1⋯m
l ”

z一∑只x只一c+∑AiAi=0
i=I i=1

X·Z=XZ=怯I

假设原问题和对偶问题是严格可行的，即存在点(X，A，z)，使得X>-0，Z>-0．

该系统的解{x(p)，A(p)，z(肛)，卢>o)称为二次半定规划的中心路径．我们称x(u)

为原问题的p中心，(A(p)，z(p))为对偶问题的p中心．如果p_0，则可导出原

问题和对偶问题的最优解．

按扰动方程组可定义一映射札：霹×歹p×．耸_，p×卑×Rn煳

钆cx，A，z，=I l三只妻．A耋X二-二b+茎九At)
Ai·AX=一(At·X一饥)全％，i=1⋯m

‘ 仇 l m

AZ一∑R△xR+E AAiAi=-(z一∑只X只一c+∑AiAi)全凡
{=1 t=1 i----l i=1

△x z+x△z=喁l—Xz

遗憾的是，由上述系统得到的搜索方向(AX，△A，AZ)∈船期×∥×舻加，我们
希望得到的新的搜索方向(AX，△A，△Z)∈酽×胛×Sn，因此需将牛顿系统方程
进行对称化，从而获得Sn×，p×Sn中新的搜索方向(AX，△入，△Z)．针对第三个

15
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方程的对称化方法，主要有Ⅳ，r，A110，KSII，IIKM[16,43,矧．在此简要叙述下这几

种对称化方法的基本思想．

AHO方法基本思想是直接对XZ对称化，将KKT系统的第三个方程XZ=肛，

等价地改写为型每丛=p"31．KSH方法和HKM方法的思想是相似的，原则是不

影响中心路径的定义．对于KSH方法，由于X一§(x{Zx§)X壶=弘Jr=ZX，ZX

相似于Xjl么x虿I，故用X}ZX{=弘，来取代X2=弘，。对于HKM方法，由于

Z一言(Z2。XZi。)z考=p，一XZ，Xz相似于Z；XZj，故用Z量Xz考一肛，来取代

XZ；ttI．有关KSH和HKM方向的讨论．有兴趣的读者可进一步参阅f44]．

基于ⅣT方向的稳定性，我们采用NT[16J搜索方向。令W=X考(Xil么xil)一孝x孝，

将牛顿系统的第三个方程改写为，

W一1AXW一1+AZ=MX～一Z全忌

则该二次半定规划基于J7V丁的搜索方向(AX，△A，△Z)∈铲X胛X铲可由以下
系统方程求得；

卜嬲麓AAX三=兰
其中．AAX=(A1·AX，⋯A。·Ax)r，rp=(7"pl，rp2，⋯，‰)T．

定义日=(vec(A1)，⋯，vec(Am))r∈Rmx旷，AX=(月1·X，⋯月仇·x)T，将

"ec算子作用于上述系统，得到；

将其改写为矩阵的形式：

厂 ，

，， o

I一∑(只固只)H7’
l {-1

＼ M O

其中M=W一1 o W～，N=，@，，rd="

2
rp

=rd

2％

(ii)rp
f

引理2．2．2．若X，Z正定，则M和∑(只圆只)+N-1M都是正定的．
i=l

(2．7)

猷㈨Ⅳ|}詈雌
从肌

咖

h

Q卜U

X

—L

△

卜

，JL

，．“X

e

L

伽

△
、l，，f、劲《

，

汜@弘

J．1

一

■，

，

U

y，∑汹刚

一

d柳彤

△

0

Ce口

，●●●●J(1●●【

=

．、●●●夕0

)

)尺

X

Z“啦从啦一

一
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眦
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第2章二次半定规划M题及其内点算法

证明：显然，M=W．1@W-1对称正定．而

Ⅳ一1M=(，o，)(w-1@W-1)=W-1 o W-1=M．

f

由于对任意的i，有只三0，故只o R三o(i=1，⋯，f)，则∑只。只∑0，因此
i=l

f

∑(B o只)+N．1M是正定的．
i=1

_

定理2．2．3．若x，z是正定的，则系统偿．砂有唯一解(AX，△A，AZ)∈酽×
胪×Sn，且有表示式

f

【H(N∑只圆只+M)一1Ⅳ日T】△入=

证明：令系数矩阵

AX=mat[(N∑只圆只+M)-1(NHr△A—Nra+n)】
i=l

l

△z=mat[％一日T△A+∑(Bo Pdvec(AX)】
i=l

B=(一壹c三@只，{}三)．
假设B∈R(2n2+仇)×(2n2+m)是奇异的，则系统Bd=0有非零解d=(d1，cf2，d3)T∈

月，2+仇+旷，且d≠0，则有

日dl=0
f

一∑(R@只)d1’+HTd2+d3=0

M而+Nd3=0

l

第二式两边同乘以矸，得到一矸∑(Jfj：圆，{)dl+矸，，丁如+矸d3=0，由lldl=0
i=1

f

知。西∑(只圆只)d1一印da=0，又由第三式知d3=一N～Mdl，故
i=l
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由引理2．2．2，∑只@只+N_1M正定，所以dl=0，则有d3=0．又由第二式，
{=l

有； 胃?d2=0，两边同时左乘以HM，则HMHTd2=0．由于M是正定。且由

Ⅳ的定义和集合<A，i=1，⋯，m)线性无关知，月是行满秩。即有HMHr是正

定，因而可推得d2=0，即得到矛盾．因此系统(2．7)有唯一解．

以下用块高斯消去法给出△X，AA，AZ的表示式．

由系统(2．7)，即

卜⋯mcc=竺H=vec(A蚕X
％

砌

re

①

②

③

③式×(一Ⅳ-1)+②式，得到：

一(∑(只@只)+N-1M)vec(AX)+HTAA=rd—N-1re ④

④式×(Ⅳ)，得到；

-(g∑(只@只)+M)vec(AX)+ⅣHT△A=Nrd—re ⑤
i=1

l

⑤式×日(ⅣE(只。只)+M)一，得到：
{=l

l f

—H秒ec(△x)+H(Ⅳ∑只@咒+』I，)--lⅣHT△A=H(N∑(只。只)+M)-1(Nra一％)⑥
t=1 i----l

⑥式十①式。即可推彳{}AA的披示儿。

111(N∑以◇以+M)一‘NIl7’j△入='。p+H(N∑以◇垃+M)～(Nra—re)
t=1 t=l

由@式，可推得△X的表示式：

f

／xX=mat[(N∑只圆只+M)～(NHTAA一Ⅳ％+％)1
t=1

由②式，可推得△Z的表示式：

-

基于(QSDP)问题的上述分析及定理2．2．3，以下给出(QSDP)基于Jv丁方向

短步长(Short Step)路径跟踪算法框架：

¨儿X△文e口R圆R
。∑谢

+入△
r

日一心om=Z△



第2章二次半定规划问题及其内点算法

算法2．2．1．基于Ⅳ丁方向短步长(Short Ste

给定L>1和一严格初始可行点(Xo，Ao，Zo)，

Step I：计算肌=W(雄玩雄)一{雄；i16,20]
Step 2：根据定理2．2．3中(AX，AA，△Z)的表示式

Step 3：选择参数＆，8使铸xk+o【厶Xk，zk+8△

Step 4：更新迭代点及“七?

P)路径跟踪算法

加=j掣．
求出系统俾．砂解(AXk，AAk，△磊)j

磊正定；

虬+。=拖+口△儿，儿+。=k+Q△沁之+。=玩+p△磊，p川=坚出；手出
Step 5：当肛k+1满足，I知+1≤2-Ll‰时。迭代中止．否则转Stepl．

由于在最优解处，须保证XZ=0，因此通过更新序列鲰=生鼍掣，当胀一o，
就可导出原问题和对偶问题的最优解(X+，”，Z+)．

从二次半定规划的原始对偶内点算法的讨论中。我们可以发现，在寻找新的搜

索方向(△X，△A，AZ)时，使用Newton方法来求解KⅣT系统需要对互补松弛条

件进行对称化，才能保证搜索方向(△X，△A，AZ)∈铲×胛×p，这不仅增加了
计算上的复杂度，而且让系统逐渐趋于不稳定．基于此， Serge Kruk等人在文献

【45】提出了用于解决线性半定规划的Gauss Newton方向(GN direction)，本质上

它是将Gauss Newton方法应用于一个由最优性条件构成的最d、----乘问题来获得

新的搜索方向，等价于求线性扰动最优性条件的最／j、--乘解．数值求解上，它比用

Newton方法更稳定，且避免了互补松弛条件对称化的过程．因此，我们是否可以

考虑将求解线性半定规划的Gauss Newton方法推广至求解二次半定规划，从而直

接获得p×月：，7l×Sn上对称的搜索方向(AX，△A，az)．

2．3数值试验

R=(季三墨)；岛=(三三三)；
、、／

8
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显然，％卜o，磊>．0，并在Matlab 7．0。1上经基于Ⅳ丁方向短步长(Short Step)路

径跟踪算法测试，可得原始及对偶最优解虬加Z0及最优Lagrangian乘子A咧：

舻(墨强
耻(黛

0．0529

0．1532

—0．0729

；‰=(4蛐．3钾2859)
、 ，

及最优目标函数值D‰t=24．6176．
在图Fig(1)中，很明确地显示了对偶间隙(dual gap)与迭代次数七的变化关

系．其实，该解并不是真正意义上的最优解，因为对偶间隙咒p。·乙彤=traee(X,Z)=

0．1826，也就是说原问题与对偶问题对偶问隙并没有严格趋子零．因此。在算法编程

测试上面临的一个问题就是如何控制参数使得对偶间隙尽可能趋向于零．此外，如

何更好地进行参数控制及其误差控制，这也是后续需要做的工作．

-

Fig(1)

图Fig(2)，Fig(3)中显示了解矩阼虮，磊的条件数与迭代次数后的变化关系．

矩阵条件数定义如下Cond(X)=lIxltllx_1Il，当矩阵范数取2-范数”112=
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第2章二次半定规划问题及其内点算法

~／石=而时， Cm。cf(x)=笔舞鬻，曲线从某一角度(条件数)反映了从初
值点趋向最优点的条件值点的逼近路径．在Fig(3)中， Cond(Zs)=2．2642×

103，Cond(Zs)=1．9630 X 103，Cond(Z9)=3．1580×103．显然，当歹=3，5，9

时。解矩阵Z显得很病态．

Fig(2)

Fig(3)

2．4与半定最／b--乘问题的联系

本节主要讨论二次半定规划目标函数定量参数2，P取值不同的一些特殊实例。

可以发现它与半定最小二乘问题有着紧密联系．半定最小二乘问题，实际上是计算

给定对称矩阵在由半正定矩阵锥和仿射子空间的交构成的闭凸集上的投影．它在证

21
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券投资风险分析和稳健性二次优化具有很强的应用背景．其标准模型为

mln
x∈Sn

S．t

由二次半定规划(2。1)出发，易得以下结论；

命题2．4．1．当z=l，P=厶时，二次半定规划偿．砂等价于。

xm秒in互I悄一(一c)临
s，t AX=b (2．8)

X三0

证明。事实上。当f=l，JP；厶时，二次半定规划(2．1)对应的目标函数为

ix·X+C·X，添上一常数顼；(一c)·(一c)，得

三x·x+c·x+互1(一c)·(一c)=三II x一(一回JJ；

-

由此可以发现，半定最小二乘问题(2．8)是二次半定规划(2．1)的—个特例．

命题2．4．2．当1=1，C=0，det(P)≠o(更强的：P卜0)时，二次半定规划
(2．1)等价亏：

rain iI Il
YY 悍6S"‘’。 ⋯

s．t—Ai·y=玩(i-1，⋯，仇)

Y三0

其中Y=Pil义尸i1，石=P一§AtP—i1({=1，⋯，m)．

证明：事实上，当f=l，C=0时，．uJ-对目标函数进行适当改写

苌x-11入|1=扣¨|1入∽
=：tr(XPXP",Jp5)

=；tr(P{XPXP{) ．

=；tr(1’{xl’{，’；xP{)
=划JPjl x尸j1婚

(2．9)

习己D∞

2FG

6

一

=0泌X人I

引A
X



第2章二次半定规射M题及其内点算法

令y：P§XP§，因为X三0，det(P)≠0，由引理2．1．2，可知y兰0．令石=

P一；以iP一{(z=1，⋯，m)，不难验证石·Y=A{·X=玩． I

可以发现，(2．9)是一类更特殊、更简单的半定最小二乘问题．

在命题2．4．2，我们考虑了Z=1的情况，倘若对2不加限制，我们有：

命题2．4．3．当C=0，det(B)≠o(更强的：只>一0，i=1，⋯，z)时，二次半定

规划(2．1)等价于：

鼍t禁A戮bi渊，⋯川 偿㈣s． f·M= fi=1．⋯．竹t】 ～‘‘▲u，

K∑0

其中K=砰x只5(i=l，⋯，z)．

证明：类似于命题2．4．2的计算，有：

；x·∑只x只=i1∑|l砰x砰|l刍

令M=砰x只5(，f=1，⋯，f)，因为x三0，det(P_i)≠0，同样由引理2．1．2，可知
M三0．

若f≥m令石=彳壶以{可5(i=1，⋯，仇)，容易验证石·K=Ai·x=bi一，．
若f<m，可令石：只一5 A可{，K：牟x牟(江l，⋯，f)；石：丐i1 A丐{，M：

学x学(t=f+1，⋯，m)，J∈{1，⋯，z)．同样易验证一Ai·M=Ai·X=bi． I

注2．4．1．针对命题2．彳．了所讨论的二次半定规划，转化后的规划形式上类似与

半定最小二乘问题，但并非是严格意义上的半定最小二乘问题，因此，我们可进一

步探讨俚．10)解集与如下一系列简化半定最小二乘问题解集之间关系．

ylm∈i驴n 互1 IJ H Il；
圪m∈i舒n i1 Il K II刍

Mm∈i舻n i1 II M Il刍

s．t AI·H=bl， s．t A2·托=62，⋯， s．t Af·M=bl

M兰0 K兰0 M∑0

综上所述，可以发现，当取定二次半定规划目标函数中的定量参数f，只C时，

就对应着不同类型的半定最小二乘问题．而对于这些情况，我们不仅可以用原始对

偶内点算法来求解，还可从半定最小二乘问题特殊结构出发，去构造相应的算法进

行求解．在下一章节中，我们将针对这一问题J醍开讨论。并对(SDLS)进行必要的
拓广．
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第3章变量有界半定最小二乘问题及其求解

算法

在本章中，从二次半定规划问题出发，继续深入探讨第2章中二次半定规划问

题的特殊形式，即半定最小二乘阕题(SDLS)，并在姥基础上，对(SDLS)模型的定

义进行拓广，提出了比(SDLS)更一般化的变量有界半定最小二乘问题(BV-SDLS)．

由于目标函数具有平方和这种特殊形式，因此给问题的求解带来了某种方便，对于

这类问题，除了能够运用前面介绍的一般求解方法外，还可以考虑一些更为简便有

效算法．下面我们围绕该话题展开详细的讨论，

本章主要工作是，给出了任意实对称矩阵C在由界约束矩阵变量构成的闭凸

集Q∥=(x∈Sn 0 5X 5∥厶}上的精确投影表示式晶芦(C)，该式是在半正定矩

阵锥上投影的推广，并在此投影基础上，探讨了该(BV-SDLS)特殊有效的求解算

法，即投影拟牛顿算法，给出了投影拟牛顿算法框架．最后在MATLAB 7，D1上进

行数值试验，并与原始对偶内点算法比较，进一步说明算法的可行性及有效性．

3，1 (变量有界)半定最小二乘问题

在第二章中，我们已详细讨论了一类二次半定规划问题的对偶性理论及其求解

算法，并详细讨论了该规划与半定最小二乘问题的联系，由命题2．4．1知，当Z=

1，P=厶时，二次半定规划问题可改写为以下标准的半定最小二乘问题(SDLS)：

心min。；fix一硎各
8．t 4x：b (SDLS)

X>．0

MMiek．Ji32]讨论了该类型问题的求解算法，并简要介绍了(SDLS)在仿射算子一4

取A；diag的另一求解算法，即交错投影算法(Alternating Projection Method)，

同时进一步解释了这种算法实际上是将最速下降梯度算法应用子(SDLS)的对偶问

题，有关交错投影算法．可参阅【30L

在第二章第2．4节中已简要介绍了半定最小二乘问题模型(SDLS)的结构．并

指出半定最小二乘问题在证券风险分析的协方差风险矩阵估计等方面同样的广泛

应用．投资组合上有一个非常重要的模型，即Markowitz模型[40J．假设n项风险

资产&它ffl的预jlI{收监牢为E(&)(i=l，⋯，牡)，彼此之阀的缈方差为民，{i，j=

24
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1，⋯，礼)．祝表示相应资产在组合资产中的比重，由于在中国市场上禁止卖空，

所以甄≥0．因此，投资组合∈的预期收益率和方差是E(∈)=∑xiE(fi)，∥2=
i=1

∑∑xixjaii，其中％=击∑(缸一石)(白七一弓)，m为所获取的单只股票的观测
点数， 缸为第i只股票第k个观测点上的收益率，百为第i只股票的算术平均

数，即靠=磊1∑＆七．
k---1

Markowitz模型的基本思想是如何选择资产，使在期望收益一定的情况下最大

限度的减少风险，或在所能承受的风险水平下最大限度地增加收益，而投资的风险

和收益分别用方差和期望来度量．借助于风险厌恶因子叫，Markowitz模型可表示为

单目标优化问题：

max(1一u)∑xiE(fi)一u∑E戤≈％
i--1 i=1 j--1

n

s．t∑鼢=1，盈≥0
i----1

0<u<1

当∽=1，表示投资者极端保守，不论收益高低。首先把风险放在第一位；当u=0

时，表示投资者是绝对冒险者，只要有一点点收益高的可能，都愿意冒险去追逐高收

益．现实中的投资者大多数都位子这两者之间．当然，许多投资者总希望保证期望收

益不低于某个固定值情况下，使得风险尽可能的小，对这一类型投资者，Markowitz

模型可表达为。

rain∑∑≈％％
i=lj=l
n

s．t∑ziE(∈i)≥／3
‘磊1

∑戤=1，鼢≥0
扛：1

令Q=(％)n×n，矩阵Q(风险矩阵)经常被用来度量风险，因而有

min xTQx
n

s．t∑xiE(fi)≥∥
i=1
n

∑以=1，而2 0

在’征弊竹州中，枉n项资产【|I求禾堋!论上的f办方箍矩阼(thcorctical covariancc

matrix)好的近似近近是很m要的，真实的风险矩阼Q一般情况下是未知的，样本
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相关矩阵中的元素都是通过观测数据得到的．设Q是对协方差矩阵Q第一次经验

风险估计，Q的条件数一般是很大的(ill-conditioned)，为了获得事前风险的一个平

稳估计，需对协方差矩阵进行校正，因而就有如下协方差矩阵校正问题【32】：

洲x一副刍

X三Q厶

(L，X)=tr(Q)

(／l{，x)=砰

其中，X苎Q厶，Q>0，可避免风险系数过低． 砰表示恰当投资组合的事后波动．

在实际应用中，也经常会遇到变量有界的规划问题，基于这样的事实，本章对

(SDLS)进行推广，进一步强化半正定矩阵锥约束，讨论如下变量有界的二次半定

规划：

Yra坤in洲x—c临
s．t 4x=b (By—SDLS)

0 5 X 5 p厶

其中p∈R++，厶是礼阶单位阵．我们不妨称该问题为：变量有界半定最小二乘问

题，并简记为； BV-SDLS． ，

显然，当p_+O。时，问题(BV-SDLS)就是标准的半定最小二乘问题(SDLS)．

因此，问题(BV．SDLS)是半定最小二乘问题(SDLS)的推广．进一步发现，问

题(BV-SDLS)是考虑变量有界约束的二次半定规划问题，对于变量有界约束．

E．A，Papa Quiroz提出了针对目标函数为线性半定规划的障碍函数方法嘲，同时

给出了这种求解算法的收敛性证明．当然， (BV—SDLS)同样也是一般的半定规划

问题，且已有较为成熟有效的算法，即原始对偶内点算法，只是这种算法对于大规

模问题。即矩阵维数礼足够大或数据矩阵异常稠密时显得有点力不从心．在后续章

节，我们将详细讨论该(BV—SDLS)的另一求解算法．在此之前。先讨论该算法的

理论基础．

3．2闭凸矩阵集上的投影

在半正定矩阵锥霹上的投影等价于求矩阵X∈肆使得

x=叮g—rai～n llx-c|lF-△"Psi(c)

26
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我们知道，对于任意矩阵C∈S竹，存在一正交矩阵尼，使得C=PcDiag{A(C)}磁．
文献【31，32】给出了C∈Sn在半正定矩阵锥毋上的投影，即

嘞(c)=PcDiag{max{O，A(c)))露

为了讨论变量有界半定最4,-．-乘问题(BV-SDLS)的求解算法，现对半正定矩

阵锥进行必要的扩广．

定义集合Q卢={X∈Sn 1 0 1 x 5 p厶)，其中p是任意给定，且p>0．特别

地，当卢_+o。时，有Q卢=鲤．本节主要讨论对称矩阵C∈驴在一般集合舻

上的投影，并给出C在Q口的投影表达式．在此之前，先给出几个有用的引理，可

参阅【42，47，48】．

引理3．2．1．【42】A，B∈铲，若A 5 B，则A(A)≤A(B)，tr(A)≤tr(B)．

引理3．2．2．142】设A，E均为礼阶Hermite矩阵， B=A+E，且A， JE7、

E的特征值分别为A1≥天2≥⋯≥入。；肛1≥p2≥⋯≥‰i￡1≥E2≥⋯≥￡n，则

对任意i∈{1，⋯，n)，有Ai+％≤II．i≤九+E】．

引理3．2．3．1471设C是舻if,的一个非空凸集， f：C_R是一凸函数，

g：R_冗是包含集值{f(x)lx∈C}的单调递增凸函数，则复合函数九(z)=9(，忙))

在集合C上是凸函数．此外，如果9是单调递增，且，是严格凸函数，则h是严

格凸的．

引理3．2．4．【鸽】设△是某一集合， ．厂(z)=s乱p{妒(妙，z)ly∈△)．假定对任意

给定的Y∈△，函数≯(!，，z)关于z是闭凸函数，则f(x)在定义域dom f={z∈

rl蚝Adom咖(y，·)I了，y：妒(y，z)≤7，Vy∈△)是闭凸函数．

引理3．2．5．A∈Sn，当p≥入～(A)时，p厶一A是半正定矩阵．其中A，～(A)
是A的最大特征值．

证明。 A∈扩，则存在正交矩阵Q，使得QTAQ=人=Diag{A1，A2，⋯，An)．

不妨设Al≥入2≥⋯≥k，易知Q丁∞厶一A)Q=p厶一人=Diag{B—A1，p一

入2，⋯，p一入n)．由题设p≥入～(A)=入1，因此p≥知0=l，⋯，钍)．故fl-2ki≥0，
即∥厶一A是半正定． I

由上述引理，容易得到以下几个命题，这些命题是讨论对称矩阵C∈Sn在集

合Q卢={X∈Sn 1 0 5 X 5卢厶)上投影的基础．

27
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命题3．2．6．若p>0，X∈Sn，0 5 x 5 p厶当且仅当0≤A(x)≤fie．

证明：”兮”因为0 5 X 5 p厶，显然A(x)≥0，入(p厶一X)≥0．由引理3．2．2

可知，A(x)一fie≤A(x—p厶)≤A(x)一卢e，故A(x一卢厶)=A(x)一艮，即有

A(p厶一．×)=fie—A(x)≥0．因此0≤A(x)≤fie成立．

”#”由引理3．2．5易得．

命题3．2．7．集合Q口=．【x∈铲l 0 5 X--<p厶)是闭凸集．

_

证明：任意矩阵X，y∈Q口，即有0 5 X!p厶，0 5 Y 5 p厶．易知对任意的

o S A≤1，AX+(1一A)Y∈Q卢，事实上，

p厶一盼。x 4-(1一A)Y】=【Ap厶+(1一A)p厶】一【AX+(1一A)Y】

=A(p厶一．x)+(1一A)(p厶一Y)兰0．

闭性由矩阵特征值函数～：Sn—R(i=1，⋯，n)在每一点X∈S佴是连续函

数(强半光滑strongly semismooth[46】函数)与命题3．2．6易得． _

注3．2．1．进一步地，集合Q卢={x∈Sn 1 0 5 X 5卢厶)是尖(pointed)、实

心(sotid)．事实上，0<￡<p，取xo=￡k，对任意A∈&，有

E厶+至亟i巫五j‰>．0，(fl-e)k+至匠亟巫三j缸>-o．
则有0<xo<口k，即Xo∈int缈．因此，舻是满维(full dimensional)的闭凸

集．

命题3．2．8．设月，B∈Sn，且A三0。则tr(AB)≤A舢善(B)￡r(月)．

证明：因为A三0，tr(AB)=圩(A§8^‰由弓l理3,2．5可推得，

A。。。，(口)^一月；口以；

= Am∞(B)A{A{一月j1甘月j1

=／'{(A，，m(B)，一口)A§三0

故由引理3．2．1，有tr(A{BA；)≤A仇凹(B)打(A)，因此tr(AB)≤A～(B)￡r(A)．I

引理3．2．9．儆彩定理卢7J设F为册中非空闭凸集．

川对任意卫∈彤，存在F中唯一向量使得lIz—xll取得最小值。该向量称为z在
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F上的投影·记为件(z)，PFCx)=n佃磐忙一z|1．
(b)对任意z∈鼯。z∈F：

z=PF(z)铮Vy∈E(Y—z)7(z—z)≤0．

俐函数斥：舻_F是连续且是非扩张的，即：fIPr(y)一PF(z)ll≤Ily-xll，比，Y∈
Rn．侑时候将这个不等式形象地说成。投影不增大距离”J

俐距离函数d：册一R，d(x，F)=m：∈iFnIIz—xll是关于变量z的凸函数·

记实对称矩阵C在闭凸集钟={义∈SnIo 5 X 5 p厶)上的投影

勖(G)=盯g xm∈iQn卢ltX一硎F，

c到I；{j凸集舻的半平方距离dn，，(c)2 xm鲫in卢；1IX—c幢·

定理3．2．10．设C∈Sn，则矩阵G在集合舻上的投影如(c)=c2，且

d伊(c)=去(∑(九一p)2+∑A；)．
一～>．日 丸<0

其中僻=PcDiag{max{O，m饥{pe，入(c)}))咫，凡是实对称矩阵c的特征值．

证明：易验证醒∈Q卢．事实上，

f 0， 九(c)<0

{mBz{o，min{pe，天(c)}}}i={凡(c)， o≤九(G)≤p

【∥， At(c)>p

故0 s m．x{O'lIlilI{∥c，A(a)¨s∥巴lll命题3．2．G易知。0 5础5 p厶．

欲证明Pw(c)=暖，由引理3．2．9可知，只须证明对任意矩阵X∈Q厣，满足

(X一僻)·(C一僻)≤0

对于任意矩阵C∈Sn，存在正交矩阵Pc，使得C=PcDiag{Al，⋯，An)踢．
进一步假设G的这n个特征值中有7．个大于p，不妨设为Al，A2，⋯，～，即A1≥

A2≥⋯≥～>p；有s个介于O与p之间，不妨设为Ar+Z，⋯，Ar+。，即p≥ar+1≥

⋯≥Ar+。≥0；有2个小于0，不妨设为Ar+卧l，⋯，An，即0>Ar+d+1≥⋯≥入n；

且r+8+2=礼．
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依畔的构造，可知： 僻=您Di叼(巳oZ，，窆：±!：∑：垒：：：．，掣)咫．
r个 。个 f个

故e一僻=PcDi。9逛!=壁：√：查：：星，蚶，窆：±：±：：：：：：蔓)罐．从而我们
r J l

有：

掣·(e一僻)=p(Al一∥)+⋯+p(A，一卢)=pAl+⋯+pAr—rp2．

而

X·(C一僻) x·PcDin夕Q!=壁：：：：：查：=星，掣，．苎±：±!：：：：：查2)昭’___-_-___-_o、J___l-I_l_-_l，’__‘、Jl●-，、●___o___lL J-．_____-一，

X·PvDiag{垒l—p，⋯，A，一声，0，⋯，0，0，⋯，o)咫
1———_-—I—、，一—-——__一、·_、—_-，、-·_’——-／

V

+x·尸cD‘凸9(譬?，o?，迅±u：岁昭、—_、，——一，、·-、——-一，、·_--··、—I—_-一‘ 一

由命题3．2．8和一p≤A(一x)≤0，一(A件卧1+⋯4-An)>0，知

x·PcD‘叼Q!二蟹：：垒：二2，o?，∽露’__●-I___●o、，I_o●-____●_，、●__、／I__●，、●l_o～JI__●，

r 8 f

≤ k(x)(A1+⋯+～一，_p)
≤p(A1+⋯+A，．一rp)

=∥(Al+⋯+～)一rp2

x·心Diag{L■，坚■，芝：型：二岁昭、—l—、，—一、·_’v·一、__—__-、—__·__-_，。 V

=(-X)·尼Di叼{生?，o?，二立曼：：：：岁昭、__‘、，。√、·。、，。_／、·l-__-_一J．-l_-__．_，’一
r ， l

≤A～(一．Y)(一A，+。+1一⋯一A。)≤0

因此，我们有X·(c一僻)一掣·(c一畔)≤罗(Al+⋯+≈)一，．声2一够爻l+⋯+
∥～一rp2】=0．故对Vx∈Qp，有(x一(埤)·(c一僻)≤0成立，即尸n卢(c)=钟．
且

如(c)2舢rain卢；1Ix一哪
=钏只护(c)一c临
=洲僻一酬刍
=互1(∑(九一卢)2 4-∑碍)．

^t>∥ ^t<0

■
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注3．2．2．

当p一+。o时

PcDiag{max{O，min{／ge，入(c))))踢
PvDiag{min{max{O，A(c))，pe))昭

畔∞=PcDiag{max{O，A(c)))磁

显然，这就是文献／踟中给出的矩阵G∈S“在半正定锥．霹上的投影．因
此，我们给出的实对称矩阵C在闭凸集Qp=．【x∈pIO 5 X 5 p厶)上的投影

僻是其在半正定锥肆上投影的简易拓展．

注3．2．3．记

o=∑(九一p)吼∥，僻=∑AiqiqT+∑姗一，n=∑-Aiq{qT
A‘>p 0<Ai≤p Al>卢 At<0

n

C=∑)qqi一是C的特征值分解， 口1，⋯，甄是C中特征值爻1，⋯，An对应的
t=l

特征向量．显然， o三0,0 1僻5 p厶，Q三0，且C=c台+僻一口．c宰可由
C+口一∞计算．

注3。2．4。诚如文献俐所强调的，实对称矩阵空间∥的范数经常是赋予加
权的Frobenius范数

Ilzllw=IIW；XW{11，W∈肆+

在这样的加权内积下，同样易得矩阵C∈Sn在Q声上的投影

W一{(∥{cw{)晕w一§

推论3．2．11．若x∈s(礼1，⋯，‰)，即x=Diag{X：，⋯，‰)，X∈铲t，i=
1，⋯，m．则块对角矩阵C=Dio夕{G，⋯，c‰)∈S(n1，⋯，nm)在闭凸集{X∈

S(n1，⋯，‰)Io 5 X墨Diag{胁I]，⋯，风厶})上的投影为：

／，(a)拿 、

啦l 鼢烨．． 1
＼、(ore){-／

其中屈>0，(G)譬=Pv,Diag{max{O，min{JSie，A(G)H)磁，i=1，⋯，m．
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证明：因为x=Diag{X1，⋯，‰)，托∈驴t，i=1，⋯，m，结论易由

0 5 X墨Dia9<风11，⋯，风k}营0 1蔑5屈厶，i=l，⋯，仇

及定理3．2．10推得． _

推论3．2．12．对称矩阵C∈S“在集合Q2=(X∈．铲I口厶!x 3 p厶)
他<创上的投影

％2(c)=PcDiag{max{ee，m饥{肛，A(c))))昭

3．3投影拟牛顿算法

二次半定规划(BV-SDLS)中的约束条件是由仿射约束(x∈S"IAX=6}与

闭凸集约束{x∈S"10 5 x 5∥厶)构成．在此只对仿射约束进行部分对偶．设其

Lagranflian对偶函数为L(X，Ⅳ)，则t

L(X，Y)=；1IX—cII}一yT(,AX—b)
=；1Ix—c JJ刍一(4’y，X)+yTb

=；1IX—c|I；一；11,4’引l刍一(c，4‘y)+yTb

={1Ix一(c+力磐)l曙一≥1tc+力可Il；+{llcll刍+yTb

定义对偶函数叩(∥)=，m，in、。L(X，∥)，由上式易知L(X，Y)在x(y)=％口(C+V，_g-、日 ’ ， ⋯

4‘y)处取得最小值．故对偶函数

,fly)2艏rain护L(X，”)
=dn口(C+A‘Y)一；lIc+A。∥|I刍+；IlCll；-+yTb

由引理3．2．9中的(d)，可知距离函数d：P_R,d(Y,fl口)2
xra∈innp

IIX—Yll

是关于变量Y的凸函数，且9(￡)=t2在区间【0，+oo)上是单调递增凸函数，而

如口(y)=d(K缈)2，直接由引理3·2-3,--f知如p(y)=xm∈iQn卢划1 x—y临是关于

Y∈酽的可微凸函数。由凸性的仿射不变性。易知da口(C+A。y)是关于y的可微
凸函数，且：

V”以llJ(∥+一4+∥)=VⅣNra∈i‘n2Ⅳ{1Ix一(G+4‘!，)|J刍
=V!，；II／&2p(c十A’y)一(C+A’!，)|l刍
=4(C+A4y—Pn口(C+A‘耖))．
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命题3．3．1．77(!，)是可微的凹函数，且VⅣ叩(Ⅳ)是Lipschitz连续的． V耖叩(y)
的表示式为

V”巩y)=一AX(y)+b．

证明：事实上，由于L(X，Y)=互1 0x—c临一yT(AX—b)关于Y是凹函数，

Q卢是有界闭凸集，由叩(可)2 xm∈inn。L(X，秒)的构造及引理3．2·4，可知町(y)关于Y
是凹函数．又V”引c+A‘洲刍=4(c+A’y)，且A是有界线性算子，故

V掣77白)=V!，dn，，(C+A’Y)一V”；lie+A’秒II刍+b
=A(c+A‘Y—R卢(c+A‘y))一么(C+A‘Y)+b

=一A(R卢(C+A’箩))+b

=一么X(可)+b．

对任意z，Y∈胛，有

lIv刀(x)一V叩(夕)ll=0一么(R毋(C+A’z))+b一(一4(R口(C+A’可))+6)0
≤II么⋯lA’z—A’训

≤114川4+⋯Iz—j[，11．

_

由此可知。变量有界半定最小二乘问题(BV-SDLS)的对偶问题(dual problem)：

一叩粤∥(3as．t Y
)∈∥ ‘

其中，目标函数77(Ⅳ)=da卢(C+A’Ⅳ)一划c+A‘训刍+划1 c¨刍+yTb．

注3．3．1．显然，对偶问题(3．1)是对函数77(y)求最大值的无约束优化问题．

命题3．3．2．假设Y+是对偶问题(3．1)的最优解，则X’=R卢(C+A’Y’)是

原问题(17V-SDLS)的最优解．

证明：函数77(可)是可微的凹函数，则，7(可)在旷的梯度vn(y。)=0，则有

V掣叼(可)=一4(R卢(C+A‘Y‘))+b=0，即AX(y’)=b成立，因此x(y’)是原问题

(BV-SDLS)的可行解．进一步地，

77(可’)=L(．x(y+)，Y’)

=互1 0x(秒+)一cfI务一yT(AX(y’)一b)．

=剖1 x(矿)一c慷
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由弱对偶定理可知，77(可’)≤；IIx(y+)一CIl；,，即77(可’)是变量有界半定最小二
乘问题(BV-SDLS)目标函数的下界．因此，在x(矿)处可获得原问题(BV-SDLS)

的最优解，且x’=Pn口(C+力Y’)．

3．2投影拟牛顿算法

由命题3．3．2知。从对偶问题(3．1)的最优解出发可获得变量有界半定最小二

乘闯题(BV—SDLS)的最优解，丙对偶闯题(3，王)是无约束优化问题，可用一系歹{j无

约束优化迭代算法求解，如牛顿法、最速下降算法、共轭梯度法等㈣，由于拟牛顿

算法是一类公认的解决无约束优化问题较为有效的算法，因此算法的流程以拟牛顿

算法为理论框架．

基于此，在算法实现上，从对偶问题(3．1)出发，等价于求目标函数为-n(y)
的无约束最小化问题：

mm一77(们
(3．2)

s．t Y∈胛
、’

因此，在Maliek．jla2】给出的算法的基础上进一步改写，可给出如下(BV-SDLS)问

题模型的算法求解框架。

算法3．3．1．投影拟牛顿算法给定初始点珈∈胛，初始Hessian逆近似矩阵
秭∈伊，0<￡<l，通常取丑D=厶．

Step 1：根据定理7．2．_f口的投影显式计算；

溉=Pn,(c+么’孤)

V(一77(讥))=AX南一6=A鲰

n(yk)墨daf,(C+A’yk)一{lie+A’ykll务+；IlCll务+订6

Step 2：若J19klI<E，则迭代中止．否则计算搜索方向呶=一仇鲰

Step 3：沿方向氐作线搜索，确定步长Olk>0，令yk+l=yk+akdk，计算：

Xk+l=Rp(C+A’Yk十1)，V(一77(弧+1))=胍+1一b全gk+l
Step 4：校正Hk产生熨每+】，使得拟牛顿条传成立：

肌+l吼=Pk．其中qk=gk+1一班，Pk=Yk+1一Yk

Step 5：七=七十1。转Step 2
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依此算法迭代，最终可获得对偶问题(3．1)的最优逼近解Y+，与此同时可获得

变量有界半定最小二乘问题(BV-SDLS)的最优解x‘．在算法执行上，需要计算

Pn口，dnz，具体表示式在第二节定理3．2．10中已明确给出．在Hessian逆矩阵校

正上有不同的选择方法，主要有秩1校正，DFP校正，BFGS校正等【49】．在后

续算法编程测试上，我们采用了DFP校正．

3．3交错投影算法

变量有界半定最小二乘问题(Bv-SDLS)同样可由交错投影算法进行求解，换

句话说，可以将用于解决特殊半定最小二乘问题(SDLS)(．A=diag)的交错投影算

法直接推广到到问题(BV-SDLS)．当然，运用此方法的前提是能够明确给出在由约

束条件构成闭凸集的投影显式．为了完整性，我们简要描述下交错投影算法的基本

思想．

假定C，刃是肝中的闭凸集，忍，岛是在C，刃上的投影．选择一初始点X0∈C，
然后交错投影到闭凸集C，刃，即：

yk=Pv(瓢)

Xk+l=Pc(yk)

后=0，1，2，⋯

由此迭代可产生序列．[钆)，{弧)，且{矾)∈C，．【鲰)∈刃．如果c n D≠12f，

则序列．【z七)，{挑)收敛到点z+∈c n D．换句话说，交错投影算法最终可在C n

D(c n刃≠g)上找到一公共点．即‰∈c满足：dist(xk，D)_o(k q+o。)；

Yk∈口，满足：dist(yk，C)_0(k一+∞)．

定义集介“；(．Y c∥l“x；=厶)，V一(x∈S"10 S X 5 fl／,。)．则变虽有界，睁

定最Ib-"乘问题(BV-SDLS)可以改写为

心min。；1IX—cⅢ刍
s．t X∈甜n y

本质上，交错投影算法的主要步骤就是重复以下交错投影运算：

x卜R(昆∽))

由上述分析，单纯的交错投影只能保证最终迭代序列收敛到甜与y的交点，

而无法保证收敛到优化问题的最优解．因此，Dykstra[29]对其做了相应的改进

校正交错投影算法[29,32]
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矩阵C∈铲，初始△岛=0，Y0=C，对七=1，2，⋯

Begin

Rk=K—l一△&一1％Dyskstra’s correction step

．‰=Pv(Rk) ％Projection onto V

△Sk=Xk—Rk

K=助(．‰) ％Projection onto甜

End

注3．3．2．从算法框架看，需要明确矩阵JR七在V上的投影R(凤)以及矩阵

X南在“上的投影助(x知)．而对于任意矩阵C∈Sn，C在y上的投影显式在本

文的定理3．2．10中已给出．而c在仿射集甜上的投影助(c)=C一∑％月P，
i=l

其中蚴满足法方程G仳=(Al·C—bl，⋯，月m·C一6m)T，矩阵G∈∥，且
Gi，=Ai·A(蟊J=l，⋯，m)，因此，从理论上说该算法对于解决变量有界半定最

小二乘问题佃V-SDLS)是切实可行的．

3．4数值测试

在以上两节中，我们已经从理论上闹述了投影拟牛顿算法用于求解变量有界半

定最小二乘问题(BV-SDLS)的理论基础。本节主要通过实例的编程测试(实验一一

实验三)进一步说明算法执行的可行性，并将其与内点算法得出的结果进行比较．

众所周知，拟牛顿方法主要通过利用先前迭代的梯度信息逐步建立逼近逆Hession

矩阵．在拟牛顿算法的实现上，每一次迭代需要对Hession逆矩阵进行校正，在此

我们采用DFPIrml校正公式t

Hk+1--几+磊pkpT一警玩冁 嗾力七佻

其中仉=gk+l—gk，Pk=弧+l—Yk．DFP方法是一个实际上广为采用的方法，它在

理论分析和实际应用中都起了很大的作用．此外，在实际编程测试中，经常出现相

邻两次迭代导数的差弧为零的情况，从而使得校正公式的分母为零。以致程序无

法继续进行．因此，有必要对拟牛顿算法作进一步改进【51】，按拟牛顿法的收敛原理

只要以一个对称正定矩阵为初始修正矩阼，算法就会收敛．因而，在计算校正公式

前，先对吼进行一次判断，如果II刊I小于一定的值Eo=10～，就以单位矩阵k

为下次迭代的校正矩阵。
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步长Q的选择可以采用精确一维搜索方法，但实际测试中，精确一维搜索往

往需要花费很大的工作量，特别是当迭代点远离问题的解时，精确地求解一个一维

子问题通常不是十分有效的．此外，在实际中，很多最优化方法(牛顿法，拟牛顿

法等)，其收敛速率并不依赖于精确一维搜索．为了考虑问题的方便，实验一中我们

分析了两种简单的步长选取方式：定步长Q七=1以及与迭代次数七相关的动态

步长Q七=．占，并简要分析了这两种步长的优劣，在实验二，三的测试中，直接取
口奄=南．

以下我们对变量有界半定最小二乘问题(Bv-SDLS)用投影拟牛顿算法测试，并

将其与用内点算法得到的结果进行比较，而内点算法的测试我们主要基于SedumiIs2】t侧

环境，直接利用Lofberg其相对成熟的软件包Yalmip[54]t1551．SeDuMi是Self Dual

Minimization的简称，可以用于求解一些半正定规划问题．Yalmip最初是用于解决

SDP和LMIs的相关问题，最近几年它的应用越来越广泛，特别是Yalmip 3版本，

不仅支持线性规划(LP)，二次规划(QP)，二阶锥规划(SOCP)，半定规划(SDP)，

而且也支持混合整数规划，含双线性矩阵不等式(BMI)的半定规划，多参数线性规

划和二次规划等等． Yalmip最大的特点是会自动识别，分析用户所定义的问题。

并在分析的基础上选择合适的求解程序．若没有合适的求解程序可用，Yalmip会

尝试着对问题进行转换以便能够合理地解决问题．

实验一说明了投影拟牛顿算法的可行性，并分析了两种步长选取的优劣．实验

二说明了投影拟牛顿算法在解决问题(BV-SDLS)明显优于内点算法，从而进一步

显示了投影拟牛顿算法的有效性．实验三显示了投影拟牛顿算法迭代次数及cpu运

行时间随矩阵C维数增加的变化趋势．

在实际测试中，取约束中p=3，初始点y0=2e∈R”，算法中止条件t

V77(玑)|I=IIAX(yk)一blI≤E=i0-5

所有的测试均基于Windows XP，Intel CPU 1．TGHz，512M内存，MATLAB 7．01的

测试环境．

实验一。令n=3；m=2．取

c=(茎三三)；A，=(三至茎)；A2=I
1-2 3

1；6=(：)；
37



福建师范大学康志林硕士学位论文

取步长n七=南，经投影拟牛顿算法测试得原问题和对偶问题最优解x肿帕Yqu∞l

／，0．04736532—0 、 ， 、

‰严i o．6．1吼6930559 0．00487167-0．16930559 7661-0．01741361 l；№t一(-叭2．5瑚477咖31427)；＼0．00487167 -0．01741361 0．00050106 ， 、
～

，

及对偶目标函数最优值‰∞{=27．97065234，

若运用原始对偶内点算法(Sedumi+Yalmip)编程求解，可得最优解冠nt一泖
及目标函数的最优值D坛nteri胛

／，0．04736616-0．16930699 0．00487131、
x订畦胛衙=l-0，16930699 0．60517581 —0，01741217 l；D垓n衙{卯=27，97065399

＼0．00487131 -0．01741217 0．00050098／
l -

可以发现，在控制误差E=10-5下，两种算法的数值误差是微乎其微的，同时

也验证了投影拟牛顿算法求解变量有界半定最小二乘问题(BV-SDLS)的可行性．

进一步，当步长Q七取常步长口七=1和动态步长Q七=南时，对偶函数值叩(玑)
与迭代次数k的关系(Fig 3．1)及仿射约束剩余值114．戳一blI与迭代次数k关系

(Fig 3．2)如下：

暑

f

{
； ＼姒

r===而
111

Fig 3．1 Fig 3．2

由图中不难发现，当口七取动态步长口七=南时，收敛效果会优于定步长
Q七=1，且原始约束剩余值II从一blf在24次迭代后减小至4×10一．基于此，在
后续实验二。三中，取步长口七=南．

实验二：

取C=厶，分别考虑C的维数n取自5、15、25、35、45，并取仿射约束

中的A，b为A=diag，b=e，即(义∈酽lXt=1，i=1，⋯，珏>．当矩阵C遍历上
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述五种维数不同单位矩阵时，分别经投影拟牛顿算法与原始对偶内点算法测试，可

得以下数据：

method 矩阵C 毛 ^5 125 氏 145 ^00

P—quasi iter 9 9 9 9 9 9

cputime(s) 0．2344 0．2656 0．4375 0．4688 0．7031 3．6719

interior iter 11 14 16 16 17

cputime(S) 1．8750 4．5938 16．9688 74．3281 280．0313

尸一quasi：投影拟牛顿算法；interior：内点算法；

iter：迭代次数；cputime：cpu运行时间；

容易发现，对于C取C=厶的变量有界半定最小二乘问题(BV-SDLS)，使用

投影拟牛顿算法所需的迭代次数明显少于原始对偶内点算法，在cpu运行时间上，

内点算法呈几何级数上升．此外，一个显著的区别是仃=45时，投影拟牛顿算法在

0．7031秒后就可得到最优解X=厶，而内点算法却要花费280．0313秒．特别地，当

礼≥100时，内点算法的测试显得无能为力，而投影拟牛顿算法在同样的迭代次数

下及少许的cpu时间即可得出结论。进而从另一角度显示了其优越性． Fig 3．3直

观地显示了C取遍厶(n=5，15，25，35，45)对偶函数叩(批)与迭代次数k的关系．

Fig 3．3

实验三：

C是由计算机随机生成的稠密矩阵，且C中元素满足瓯=1，c匆∈【--1，11．为

便于算法的实现，仿射约束取实验-q,水jf．j束，特别取m=【、／俐．采用投影拟牛
顿算法进行测试：
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随机矩阵Gx。 迭代次数 cpu运行时间(S)
100X 100 22 2．1094

200×200 29 27．1563

300×300 39 137．4219

400 X 400 46 380．2656

500 X 500 47 886．1250

800×800 50 4．2294 X 103

1000 X 1000 57 9．3918×103

1200×1200 62 1．7008×104

可以发现，当稠密矩阵C的维数凡逐渐增大时，迭代次数及c】眦时间呈递增

趋势．特别地，当n≥500时，算法运行占用的cpu时间增幅较大，而当矩阵维数

死≥1000时，算法运行的cpu B,-J'11可较长，需在2．6 h(9．3918×103 s)后得该变量有

界半定最小二乘问题(BV-SDLS)最优解．

注3．4．1．特征值分解很大程度上占用了算法执行的cpu计算时间．在投影拟

牛顿算法的实现中，每次迭代都必须对矩阵C+4’Ⅳ进行特征值分解，这就限制了

侣V-SDLS)问题的维数n不宜太大．

3．5小结

在本章节中，我们考虑了实对称矩阵C在闭凸集Q卢={x∈铲IO 5 X 5 p厶)
上的投影，给出了其投影显示，并进一步探讨了如下变量有界半定最lJ、-"乘问题

(BV-SDLS)的求解算法．

xm秒in；11x一例夤
s．t AX=b

0墨x墨8f。

Matlab7．0．1上的数值试验说明算法执行的可行性及有效性．进一步地，在推论3．2．12，

即

R，”!x!一，rI(c)=PcDiag{max{cte，mi礼{pe，A(c)}))户：罗
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保证下，该算法同样可有效地求解如下变量上下有界半定最小二乘问题：

mln
X∈Sn

S．t

钏x—c幅
4X=b

Q厶5 X 5口厶

0<口<口

当然，算法的复杂度分析以及算法程序实现的优化等都有待进一步研究．
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第4章BV-SDLS进一步推广

在第三章，所讨论的(BV-SDLS)问题是含如下约束0一-4 X 5 p厶的二次半定

规划问题，其中卢>0，厶是单位矩阵．易发现，右端变量的界约束p厶等价于有界

变量约束0 1 X 5 B的上限约束矩阵B的7／,个特征值等于一个常数p(∥≥0)．本

章我们将对(BV-SDLS)作进一步推广，对约束矩阵B不加任何限制，讨论如下二

次半定规划问题：

糨min。驯x一酬刍
s．t 4X=b (4．1)

0 1 X!B，B∈毋

4．1问题的分析与讨论

很自然地，我们会考虑将第三章的投影拟牛顿算法应用到该问题上来，对于任

意矩阵B∈卑，先定义矩阵集合Q={x∈铲lo 5 X 5 B)，为应用投影拟牛顿算

法，因此我们希望对称矩阵c∈驴在Q={x∈S"fO!X 5 B)的投影仍然有形

如R(C)的表示式：

昂(c)=PcDiag{max{O，m讥{入(B)，A(c))))昭

仃=(-三2二2：-三I)：B=(蚕三主)；
依照上述投影公式，C在‘2={X∈SnIo 5 X!口)的投影矩阵为。

只2(C)=

-1．2296

1．8132

-0．8672

但足，易知j哥i阵B一，1￡(p)的特征仳向址A(刀一以2(∥))=(一0．9406，1．9262，2．5241)T

，i．e，并不能保证只2(G)5 B成立．因此，c在Q={X∈S竹Io 5 X 5 B)的投影

显式并不能简单地从C在闭凸集舻上的投影推广而来．
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。tn夕tph p办⋯，pn，=(pl p2．．‰ ]
对角元素胁≥0，i=1，⋯，几，且存在指标z，J，使得肌≠1-9，并满足肛1≤la2≤⋯≤

如．事实上，由于B∈·耸，故存在正交矩阵Q，使得B=QDiag{#1，p2，⋯，pn)QT，

且p1≤I．Z2≤⋯≤卢n．令X=Q．更QT，～Ai=QTA{Q(i=1，⋯，m)，C=QDQT，

似=(A1·X，⋯，以仇·X)，则问题(4．1)可转化为形如(4．2)的形式t

忠舭一哪
s．t A～X～：b

0 5 X 5 Diag{Itl，p2，⋯，pn)

基于以上分析，倘若可以得到C∈铲在该闭凸集

．【x∈∥10 5 X 5 Diag{#l，p2，⋯，pn))

上的投影，则本文第三章中讨论的投影拟牛顿算法与交错投影算法均可推广到变量

有界半定最小二乘问题(4．2)，并在此基础上，从而获得原问题(4．1)的求解算法．

定义集合Q7=．【x∈S”IO 5 X 5 Diag{Itl，p2，⋯，pn))，向量"=(Itl，芦2，⋯，pn)r，

其中tLt≥0，i=1，⋯，n，R存在下指标i，J，使得，“≠助，ISJ≤p2≤⋯≤脚．以下
考虑C∈驴在闭凸集Q7的投影．

特别地，当矩阵C∈Sn取某些特殊形式时，容易得到投影显式的一些结论．

命题4．1．1．若目标矩阵C=p厶，P∈R，则C∈Sn在g的投影

R，(c)=Diag{max{O，min{pe，口)))

若0≤P≤仃li凡{口)，贝1J J‰，(C)=p厶．
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证明：显然．

倘若对角矩阵C∈铲中的对角元素不是恒等的，即存在i，J，使得Pi≠乃，则

容易得到如下命题：

命题4．1．2．若目标矩阵C=Diag{pl，化，⋯，办)，且存在t，J，使得Pi≠历，

令P=(P1，P2，⋯，加)T，则C∈S“在Q7的投影

Pn，(C)=Diag{max{O，min{p，t，)))

证明： C=Diag{pl，p2，⋯，砌)，对任意x∈Q’，有：

n

lIc—Xll；．=∑弓+∑(胁一z“)2
l≠j i=1

n

≥∑(风一xii)2

=∑(Pi—xii)2+∑(Pi—zii)2 4-∑(A—Zii)2

由于0 5 X 5 Diag{／zl，p2，⋯，‰}，故Xii≥0，肛i—Xii≥0，即0≤Xii≤pi．

取X=Diag(xii)，其中

盈t={墨： 三{主。≤胁
∑房+∑(店一胁)2
A<0 m>埘

即只泸(e)=Diag(．vii)=Diaq{maz{O，min{p∥}))，且有

喀z芦(c)=吉(∑房+∑(胁一胁)2)
A<O 以>lJi

显然。当命题4．1．2中的目标矩阵C中对角元素相等时，即为命题4．1．1，因此

命题4．1．1是命题4．1．2的特殊情形．

由此受到启发，对于一般的闭凸集Q={X∈SnIo 5 x 5 B)，只要对矩阵

C∈Sn与B∈咒施加某种限制，可得如下定理．
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定理4．1．3．设C，B∈酽且CB=BC，则对称矩阵C∈驴在闭凸集Q=

．【x∈SnIo 5 X 5 B)上的投影R(c)是唯一的，且有如下表示式

R(G)=QDiag{max{O，mi佗(A(C)，入(B))))QT

C到集合Q的半平方距离

dn(c)=去(∑入；+∑(九一肌)2)
’沁(m Ai>；Ji

其中九，胁0=1，⋯，n)分别是矩阵C和B的特征值．

证明：因为C，B∈伊且CB=BC，则对称矩阵C与B可同时对角化．即存

在正交矩阵Q(QQT=厶)，使得

QrcQ=Diag{A1，A2，⋯，k)叁A

Q丁BQ=Diag{ttl，芦2，⋯，如)全三

其中九是C∈Sn的n个特征值，且入l≥入2≥⋯≥A。．

对任意X∈Q，令Y=QrXQ．则有

IC—x临=

>

JJ人一yJ|；

∑磅+∑仇一％)2
t≠J i=I
n

∑(九一抛)2

= ∑(Ai一犰i)2+ ∑(九一玑{)2+∑(九一玑i)2
入i<0 OSAlS，工l A‘>弘‘

≥ ∑A；+∑(九一胁)2
沁<0 A{>pl

因为0 5 X-K B，容易发现0一．-K Y一-K三，由引理2．1．2，有yii≥0，胁一Yii≥0，

i．c．0≤抛S地取矩阵Y寻Diag(yii)，其中

舻㈦》
就可使目标甬数IIC—XIl；,达到下界∑碍+∑(Ai一胁)2．基于以上的分析．

可以得到Xntn=QDiag(yi{)Q丁，即c∈Sn在Q上的投影

Ph(C)=QDiag{max{O，"沉n{A(C)，A(B))))QT
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其中A(c)=(A1，⋯，An)丁，A(厅)=(，tl’⋯，，zn)T，且C到集合Q的半平方距离

dn(c)5 xra∈inn洲x—cll刍
=；II Pn(C)一cII刍

=；(∑碍+∑(九一胁)2)．
儿<0 知>／-li

推论4．1．4．若矩阵B=p厶，其中p>0，则C∈Sn在Q=(x∈S"lO 5

X 5∥厶)上的投影

R2(c)=PcDiag{max{O，mzn{A(c)，pe)))昭

其中厶是一单位矩阵，Ⅳe”是舻中的单位向量且对应分量为．f，即e=(1，⋯，1)r

证明。易由c(zf．)=(p厶)C和定理4．1．3得到．

由此可以发现，第三章中的定理3．2．10可看作是定理4．1．3的一个推论．

注4．1．1．对于Q={x∈Snl0 1 x 5 B)，当CB=BC，由上可知C∈酽

在Q上的投影

岛(c)=QDiag{max{O，min{A(C)，A(B))))QT

=QDiag{min{max{O，入(c)]．，A(B)))QT

倘若不存在着上限约束矩阵B似时可将矩阵日的所有特征值看作+oo夕，则对称
矩阵C∈S”在闭凸集Q上的投影即为

R(c)=PcDiag{max{O，入(c)))踢

显然，此时该投影显式即为半正定矩阵锥上的投影．

上述考虑的只是对称矩阵G与B在满足CB=BC情况下。利用对称矩阵

C∈Sn在闭矩阵凸集Q上的投影算子只1(C)探讨问题(4．1)的求解算法．当C与

厅不满足交换性时，第三章中介绍的投影拟牛顿算法是不可行的．因此，我们有必

要进一步深入探讨(4．1)的其他求解算法，这也是后续所要做的工作．
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结论

本文主要研究以下两类特殊线性二次半定规划的特征，相互之间的联系及其求

解算法；
f

xm∈ipn ；x·荟只x只+c·x
s．t似=b

X三0

娜min。≥11x一硎刍
s．t AX=b

0 5 X 5 B(B=p厶)

其中只三0(i=1⋯Z)，p>0，厶是礼阶单位阵．文中主要以对称矩阵论为依据。

运用非线性规划的对偶理论及Lagrange乘子法得到的成果有；

1．讨论了二次半定规划的对偶性理论及其KKT条件，同时给出了基于ⅣT搜

索方向唯—性的证明，并在此基础上给出了二次半定规划的原始对偶内点算法，最

主要的成果是第2章第2节的定理2．2．3．

2．讨论该类二次半定规划问题与半定最小二乘问题之间的关系，给出了它们

在一定条件下的转换关系，主要结果是命题2．4．1，命题2．4．2，命题2．4．3．

3．实对称矩阵C∈S“在有界闭凸集Q卢={X∈S"10 5 X 5卢厶)上的投影

精确表达式，主要结论是定理3．2．10及推论3．2．11，推论3．2．12．

4．利用实对称矩阵在Qp上的投影，通过一系列转换得到变量有界半定最小二

乘问题(Bv-SDLS)的求解算法，主要结论是第3章第3节的算法3．3．1．

5．进一步讨论了矩阵C∈S竹在有界闭凸集Q=．【X∈SnIO 5 X 5 B)上的

投影表达式，主要结论有命题4．1．1，命题4．1．2，定理4．1．3．

6．进一步的研究设想：

》考虑是否可以将用于线性半定规戈Ⅱ的Gauss-Newton方向直接应用到二次半

定规划中来，避免对松弛条件对称化过程，同时也加强数值稳定性．

》考虑算法2．2．1的复杂度(多项式时间?)．

》考虑投影算子玮芦(C)的性质，包括半光滑性(semismooth)等．

》考虑问题(4．1)在CB≠BC下的求解算法．
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附录

附录I：(QSDP)问题原始对偶路径跟踪算法Matlab 7．0．1程序t

％严格初始可行点X，lambda，Z

x=[5，l，2；1，2，·1；2，-1，3J；

lambda=[1，11；

z=【4，一3，-1；一3，5，2；·1，2，3】；

system(X，lambda，Z)

function p=system(X，lambda，Z)

disp(’一primal dual path following method for QSDP--’)

％Initializations

m=2；n=3；

P1--[2，0，1；0，3，0；1，0，4】；P2=[2，1，0；1，3，1；0，1，4】；C=eye(3)；

A1=[3，1，2；1，2，1；2，1，3】；A2=[1，一2，3；-2，2，一1；3，一1，2】；b=【8，8】；

alpha=l；1)eta=l；eps=le-5；t[)=cputime；

mu=tracc(X木z)／n；卢1；g=zcros(1，1000)；g(1)=trace(X幸Z)；l=zeros(100)；l(1)=cond(X，2)；
while mu>eps

％Caculate the NT direction W=x1／2【(x1／2ZXl／2)一1／2lzl／2；

【L，I]=cholp(X)；

[R，J]=cholp(Z)；

【U，D，V】=svd(R哗L)；

G=L木V木inv(rootm(D，2))；

W=G木G’：％NT direction

％Solve the system equation’S solution；

P=inv(W)；M---kron(P，P)；

e=eye(n)；N=kron(e，e)；

Rc=mu事inv(X)一z：rc=vec(Rc)；

Rd=一(Z-P1奉X幸P1一P2木X木P2一C+lambda(1)木Al+lambda(2)幸A2)；rd=vec(Rd)；
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rl=一(trace(A1牛x)·b(1))；r2=一(trace(A2木x)一b(2))；

rp=[rl，r2]’；

H=[vec(A1)，vec(A2)]’；

T=H木inv(N水(kron(Pl，P1)+kron(P2，P2))+M)木N木H’；

【E，F]=cholp(T)；

y=inv(E’)木(rp+H幸inv(N木(kron(P1，P1)+k ron(P2，P2))+M)宰(N宰rd-rc))；

％Caculate new search direction(Deltax，Deltal口础出，Deltaz)；

Deltata,．眦=inv(E)木y；

Deltax=mat(inv(N幸(kron(P1，P1)+kron(P2，P2))+M)幸(N母H”Deltatd竹眦-N奉rd+rc))；

Deltaz=mat(rd—H”Deltat。。‰+(kron(P1，P1)+kron(P2，P2))木vec(Deltax))；

％Choose alpha>0，beta>0 such that the matrix X+alpha*Dellax，Z+beta木

Deltaz are posi tive definite

x=eig(X+alpha奉Deltax)；

z=eig(Z+beta’。‘Deltaz)；
for i=1：n

while x(i)<=o

alpha=alpha-O．001；

x=cig(X+alpha木Deltax)；

end

while z(i)<=O

beta=beta-0．001；

z=eig(Z+beta木Deltaz)；

end

end

X=X+alpha水Deltax；

lambda=lambda+alpha术Delta：。胁；

Z=Z+beta木Deltaz；

mu-．=mu一0．1：

j_j+l；
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end

residual=trace(X木Z)

gO)=residual；

condnum=cond(X，2)

lO)=condnum；

mu=trace(X木Z)／n；

‰户X ％optimal solution

lambda印,￡=fambda

z嘛=z

x=1：j；

plot(x，g(1：j)) ％plot(x，l(1：j))

脚s(卜5 100—5 40])

xlabel(⋯k)

ylable(’trace(X牛z)’) ％ylabel(’X条件数’)

Objective=l／2木trace(X木(P1木X木PI+P2木X木P2))+trace(C堆X)

timeused 2 c[mtime一￡0

附录2：求解(BV-SDLS)问题的MATLAB7．0．1程序

》(BV-SDLS)投影拟牛顿算法Matlab程序；

％数据初始化

clc；clear；

n=1500；％矩阵维数17,

m=fix(sqrt(n))％仿射约束个数m，fix：朝0方向取整

％m=n：

％随机生成矩阵C

e=rand(n)+(一7．帆d(豫))；

c=1／2奉(c+∥)一出叼(出n夕(1／2木(c+∥)))+e驴(佗)；％ ％∈【-l，11,G{=1

％C=eye(n)；

％生成仿射约束A=diag，b=e，即{X∈pI咒{=1，i=l，⋯，ml



for i=l：m

A(：'：，i)=zeros(?2)；

end

A(i，i，i)=l；

b=ones(m，1)；

t=3：
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eps=le一5；％控制误差

epsO=le一3；％控制梯度差

Y=2，Ic ones(m，1)；％初始迭代点

HO=e矽e(m)；

H=H0；％初始校正矩阵

￡0=cputime；％初始cpu—time

，=zeros(1000，1)；

％计算Q=C+A’Y在0 1 X一-K t木厶上的投影矩阵X

Q=C；

for i=1：m

Q=Q+u(i)木A(：，：，i)；％Q=C 4-A+Y

end

Q；

姒V】=eig(Q)；

"=diag(V)；

W=zcros(n，1)；
for i=】：礼

if v(i)<0

w(i)=0；

elseif v(i)>t

w(i)=￡；

else

5l



end

w(i)=T，(i)；

end
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W；

X=U木diag(w)木U’；

：=zeros(m，1)；
for i=1：m

l(i)=trace(A(：'．'i)木x)；
end

g=l一6；％梯度方向

gO=夕；

七=0；％初始迭代七

dR=0：

for i=1：n

if v(i)<0

end

dR=dR+0．5木"(i)2；

end

if v(i)>t

dF=dR+0．5幸("(i)一￡)2；

end

dF；

et％o=dR一0．5掌trace(Q水Q)-t-0．5木trace(C木C)+矿掌6；

／o=etayo；％初始点的对偶目标函数值

while norm(．qO)>eps

k=k+l

d=-H术gO；％搜索方向
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a=k／(k+1)；％步长a

％a=1：

Y=Y+a木d：

％更新Q=C+A’Y在0 5 X 5 t丰厶上的投影矩阵X

Q=C：

for i=1：m

end

Q=Q+y(i)木A(：’．’i)；％Q=C+4’Y

Q；

∽V】_eig(Q)；

"=diag(V)；

W=zeros(n，1)；
for i=1：讫

if v(i)<0

w(i)=o；

elseif v(i)>￡

w(i)=￡；

else

硼(i)="(i)；

end

end

t口：

X=U宰diag(w)车U’；

z=zcrf)s(m，1)；
for i=1：仃E

l(i)-trace(A(：，．’i)车x)；
end

J7=f一机％梯度方向

％判断相邻两迭代点的梯度值g之差是否接近0
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P=a术d：

q=g——gO；

if norm(q)>epsO

r=∥，lc口；

s=q7木H木叮；
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H=料+(P章y)／r一(Ⅳ幸q幸q’宰H)／s；％DFP校正公式

gO=夕；

H=H0；％以单位矩阵为下次迭代修正矩阵

90=夕；

end

X：

％计算d(C+A*y)

dF=0；％初始化

for i=1：n

end

end

if v(i)<0

如=dF+0．5木Ki)2；

end

if u({)>t

靠=dF+0．5幸(u(i)一￡)2；

end

☆；

e￡％=dF一0．5木trace(Q奉Q)+0．5木lrace(C奉C)+Y’车6；

／(k)一cla”；

X：％primal optimal solution

可；％dual optimal solution

etal，=dF一0．5奉trace(Q木Q)+0．5牛trace(C木C)+矿木b％对偶目标函数值
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D％ima／=l／2，．c trace((X—C)木(X—c))％原始目标函数值

time,．ed=cputime一￡0％cpu time

z=0：凫：

fk=【／0，f(1：七)，】．

plot(x，，七)

Mabel(’iteration number’)；

ylabel(’dual objective eta-y’)；

》(BVoSDLS)模型内点算法Matlab7．0．1程序(基于Sedumi，Yalmip)：

clear；

扎=3；仇=2；

I=eye(n)；

C=【2，1，3；1，5，2；3，2，2】；

A(：，：，1)=[3，1，2；1，2，1；2，1，3】；

4(：，：，2)=【1，一2，3；一2，2，一1；3，-1，2】；

b=【l，2]；t=3；

％C=e驴(绍)；

％for i=1：仇

％ A(：，：，i)=zeros(n)；

％ A(i，i，i)=l；

％end

％b=orles(m，1)；

％code

加=cputime；

X=sdpvar(n，n)；

objective=1／2宰trace((X—C)木(x—c))；

F=set(O<x<t宰，)I
for i=】：m：

F=尸+set(trace(A(：’．I i)木X)=={)(i))；
end
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solvesdp(F，objective)；

optx=double(X)

optobj=double(objective)

timet‘5ed=cputime-t0

％Results of the experiment one：

SeDuMi l．1 by AdvOL，2005 and Jos F．Sturm，1998，2001．2003．

Alg=2：XZ—corrector，theta=0．250，beta=0．500

Put 2 free variables in a quadratic cone

eqs m=7，order n=11，dim=30，blocks=5

nnz(A)=44+0，nnz(ADA)=49，nnz(L)=28

it： b*y gap delta rate t／tP幸t／tD牛feas cg cg prec

0： 6．53E-001 0．000

1：一1．16E+001 6．44F,-002 0．000 0．0985 0．9900 0．9900 0．48 1 l 2．4E+000

2：-1．99E+001 2．95E-002 0．078 0．4577 0．9000 0．9000 1．64 l 1 9．8E-001

3：一2．40E+001 1．34E-002 0．000 0．4542 0．9000 0．9000 0．98 1 1 3．6E-001

4：一2．74E+001 1．27E-003 0．281 0．0950 0．9900 0．9900 0．90 1 1 3．7E-002

5：一2．79E+00l 1．08E-004 0．000 0．0853 0．9900 0．9900 0．88 1 1 3．4E-003

6：一2．80E+001 9．93E-006 0．000 0．0916 0。9900 0．9900 0。90 1 l 3．3E-004

7：一2．80E+001 2．36E-006 0．000 0．2380 0．9000 0．9000 1．02 1 l 7．6E-005

8：．2．80E--001 1．42E-007 0．000 0．0600 0．9900 0．9900 1．01 1 1 4．5E-006

9：．2．80E+001 2．59E-008 0．000 0．1824 0．9000 0．9000 1．00 1 1 8．3E-007

10：．2．80E+001 6．71E-009 0．000 0．2596 0．9000 0．9000 1．00 l 1 2．1E-007

11：一2．80E+00l 5．36E-010 0．000 0．0799 0．9900 0．9900 1．00 1 1 1．7E-008

12：一2．80E+001 4．40E-011 0．463 0．0821 0．9900 0．9900 1．00 2 2 1．4E-009

13：一2．80E+001 9．26E-012 0．000 O．2105 0．9000 O．9000 1．00 2 2 3．0E-010

iter seconds digits C*X b*y

13 1．2 Inf．2．7970653995e+001．2．7970653994e+001

IAx—bI=3．7e-010，【4y—cJ+=3。6E-010，lxi=1．0e+001，Ivl=2。8e+001
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，0．04736616 -0．16930699 0．00487131 、

optx=l一0．16930699 0．60517581 -0．01741217 I

＼0．00487131 —0．01741217 0．00050098 ，
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致谢

长安山依旧，闽江水长流．转眼问，我已在这长安山脚下度过了七个年头．七

年，一段短暂而又漫长的旅程，从本科到研究生，七年的光阴助我成长，让我从青

涩走向成熟．特别是三年的研究生生涯，让我走上了不一样的人生旅程．

在这宝贵的三年研究生生活中，我要特别感谢我的硕士生导师一张圣贵教授．

张老师治学严谨，学识渊博，为我们营造了很好的精神氛围；宽以待人．乐观向上

的处世态度更是给我们留下了深刻印象。课堂内，他是一位良师；课堂外，他是一

位益友．三年的研究生生涯，不仅让我获得了基本的研究方法，更让我学会了乐观

地面对生活．在此向张圣贵老师表示由衷的感谢．

衷心的感谢作者的父母，是他们莫大的支持才得以顺利完成学业．也感谢林建

伟，张艳梅同学，长期的共同讨论进一步开拓了作者的数学视野．特别感谢林惠玲

师姐，郑开杰师兄在平时的学习交流中给予的指导与帮助．感谢郑寒凝，徐凌，黄

银珠三位师妹在课余之外所带来的别样欢乐．

作者感谢钟怀杰，潘日晶，陈清华。肖蓬，苏维纲等任课老师，感谢作者的全

体同学．

作者向文献的所有知识产权所有者表示衷心的感谢．

康志林

2008年3其

于福建师范大学数学与计算机科学学院
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个人简历

基本情况

康志林，男，汉族，福建永春人，1982年9月出生．

教育状况

2001年9月至2005年7月，就读于福建师范大学数学与计算机科学学院，本

科，专业：数学与应用数学．获学士学位．

2005年9月至2008年7月，就读于福建师范大学数学与计算机科学学院，硕

士研究生。专业：应用数学，研究方向：最优化理论与算法，指导老师：张圣贵教授．

社会经历

2006．2—2006．6任福建师范大学数学与计算机科学学院2005级数学与应用数学

专业本科《高等代数》辅导老师．

2007．2-2007．6任福建师范大学数学与计算机科学学院2006级数学与应用数学

专业本科《高等代数》辅导老师．

2007．7．29-2007．8．18到山东曲阜师范大学日照校区参加”全国优化理论与应用

”辑期班学习．

2006．12到上海同济大学参加’’第三届全国研究生数学建模竞赛”交流会鲤颁

奖大会．
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