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1.  根据算符∇的微分性与矢量性 推导下列公式
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首先 算符∇是一个微分算符 其具有对其后所有表达式起微分的作用 对于本题

∇将作用于 BA
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和

又∇是一个矢量算符 具有矢量的所有性质
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3.  设 2'2'2' )()()( zzyyxxr −+−+−= 为源点
'x 到场点 x 的距离 r 的方向规定为从

源点指向场点

1  证明下列结果 并体会对源变数求微商 )(
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(最后一式在人 r 0 点不成立 见第二章第五节)
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则证毕

5. 已知一个电荷系统的偶极矩定义为
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7 有一内外半径分别为 r1和 r2的空心介质球 介质的电容率为ε 使介质内均匀带静止自

由电荷 fρ 求

1  空间各点的电场

2  极化体电荷和极化面电荷分布
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8 内外半径分别为 r1 和 r2 的无穷长中空导体圆柱 沿轴向流有恒定均匀自由电流 Jf 导体

的磁导率为µ 求磁感应强度和磁化电流
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9 证明均匀介质内部的体极化电荷密度 Pρ 总是等于体自由电荷密度 fρ 的 倍)1( 0

ε
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10 证明两个闭合的恒定电流圈之间的相互作用力大小相等 方向相反(但两个电流元之间

的相互作用力一般并不服从牛顿第三定律)

证明

1  线圈 1 在线圈 2 的磁场中的受力
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2  线圈 2 在线圈 1 的磁场中受的力

同 1 可得
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分析表达式 1 和 2

1  式中第一项为
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11. 平行板电容器内有两层介质 它们的厚度分别为 l1 和 l2 电容率为 21 εε 和 今再两板

接上电动势为Ε的电池 求

1  电容器两板上的自由电荷密度 fω
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2  介质分界面上的自由电荷密度 fω

 若介质是漏电的 电导率分别为 21 σσ 和 当电流达到恒定时 上述两问题的结果如

何
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ll
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12. 证明

1  当两种绝缘介质得分界面上不带面自由电荷时 电场线的曲折满足

                        
1

2

1

2

tan

tan

ε
ε

θ
θ

=

其中 21 εε 和 分别为两种介质的介电常数 21 θθ 和 分别为界面两侧电场线与法线的夹角

2  当两种导电介质内流有恒定电流时 分界面上电场线曲折满足

                        
1

2

1

2

tan

tan

σ
σ

θ
θ

=

其中 21 σσ 和 分别为两种介质的电导率

证明 (1)根据边界条件 112212 sinsin,0)( θθ EEEEn ==−× 即
vv

      由于边界面上 0=fσ 故 0)( 12 =−⋅ DDn
vvv

即 111222 coscos θεθε EE =

      
1

2

1

2

1

1

2

2 ,
ε
ε

θ
θ

ε
θ

ε
θ

==∴
tg

tgtgtg
即有

  (2)根据 EJ
vv

σ= 可得 电场方向与电流密度同方向

      由于电流 I 是恒定的 故有
1

2

2

1

coscos θθ
jj

=

              即
1

22

2

11

coscos θ
σ

θ
σ EE

=     而 0)( 12 =−× EEn
vvv

 即 1122 sinsin θθ EE =

              故有  
2

1

2

1

σ
σ

θ
θ

=
tg

tg

13 试用边值关系证明 在绝缘介质与导体的分界面上 在静电情况下 导体外的电场线

总是垂直于导体表面 在恒定电流的情况下 导体内电场线总是平行于导体表面

证明 1 导体在静电条件下达到静电平衡

      01导体内E
v

∴

     而  0)( 12 =−× EEn
vvv

     02 =×∴ En
vv

故 0E
v

垂直于导体表面
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3  导体中通过恒定电流时 导体表面 0=fσ

     ∴导体外 0,0 22 == DE
vv

即

     而  0:,0)( 10112 =⋅=⋅==−⋅ EnDnDDn f

vvvvvvv εσ 即

     01 =⋅∴ En
vv

导体内电场方向和法线垂直 即平行于导体表面

14 内外半径分别为 a 和 b 的无限长圆柱形电容器 单位长度电荷为 fλ 板间填充电导率

为σ 的非磁性物质

1  证明在介质中任何一点传导电流与位移电流严格抵消 因此内部无磁场

2  求 fλ 随时间的衰减规律

3  求与轴相距为 r 的地方的能量耗散功率密度

4  求长度为 l 的一段介质总的能量耗散功率 并证明它等于这段的静电能减少率

1  证明 由电流连续性方程 0=
∂

∂
+⋅∇

t
J fρr

               据高斯定理  Df

r
⋅∇=ρ

               0=
∂
⋅∂∇

+⋅∇∴
t

D
J

r
r

即 0=
∂
∂
⋅∇+⋅∇
t

D
J

r
r

              0.0)( =
∂
∂

+∴=
∂
∂

+⋅∇∴
t

D
J

t

D
J

r
r

r
r

即传到电流与位移电流严格抵消

(2)解 由高斯定理得 ∫∫ =⋅ dldlrD fλπ
rr

2

        r
f

r
f e

r
Ee

r
D

rrrr

πε
λ

π
λ

2
,

2
==∴

     又 EDEJ
t

D
J

rrrr
r

r
εσ ===

∂
∂

+ ,,0

       
t

eEE
t

E
E ε

σ

εσ
=

==
∂
∂

+∴ 0,0
rr

r
r

       r

tr

r
f ee

r
e
r

rr ε
σ

πε
λ

πε
λ −

=∴
22

0
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t

ff e ε
σ

λλ
−

=∴
0

3 解

        
r

e
rtt

D
J ftf

π
λ

ε
σ

π
λ

ε
σ

2
)

2
( 0 ⋅=

∂
∂

−=
∂
∂

−=
−

r
r

 能量耗散功率密度 σ
πε
λ

σ
ρ 222 )

2
(

1

r
JJ f==

5  解

        单位体积 rdrldV π2⋅=

      ∫ ==
b

a

ff

a

bl
rdrl

r
P ln

2
2)

2
(

2

2
2

πε
σλ

πσ
πε
λr

静电能 
a

bl
dr
r

l
dVEDW fb

a

fb

a
ln

22

1

22

1

2

1
22

⋅⋅==⋅= ∫∫ πε
λ

πε
λrr

减少率  
a

bl

ta

bl

t

W fff ln
2

ln
2 2

2

πε
σλλ

πε
λ

=
∂

∂
⋅−=

∂
∂

−
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1. 一个半径为 R 的电介质球 极化强度 P=K
2r

r
电容率为

(1) 计算束缚电荷的体密度和面密度

(2) 计算自由电荷体密度

(3) 计算球外和球内的电势

(4) 求该带电介质球产生的静电场总能量

解 (1)

              2

222
/)

11
( rKr

r
r

r
K

r

r
KPP −=⋅∇+⋅∇−=⋅∇−=⋅−∇=

rr
rr

ρ

              RP PPn )( 12

rrr
−⋅−=σ

         又 球外无极化电荷

           02 =P
r

  RK
r

r
KnPn RRp /

21 =⋅=⋅=
r

rrrσ

(2) 由公式 ED
rr

ε=

           PED
rrr

+= 0ε

         
0εε

ε
−

=
P

D

r
r

         
2

00 )( r

K
PDf εε

ε
εε
ερ

−
=⋅∇

−
=⋅∇=

rr
`

(3)对于球外电场 由高斯定理可得

                ∫ =⋅
0ε
Q

sdE
rr

外

        
0

2

2
0

0

2

sin
)(

4
ε

ϕθθ
εε
ε

ε

ρ
π

∫∫∫∫ ⋅
−

==⋅∴
ddrdr

r

K
dV

rE
f

外

r

        r
r)( 3

00

rr

εεε
ε
−

∴
KR

E外

同理可得球内电场
2

0 r

rK
E

rr
⋅

− εε内

     球外电势 外外 r)(
rd

00 εεε
εϕ
−

⋅∴ ∫
∞

∞

KR
E

rr
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r

R
ln

)(
rdrd

000r εεεεε
εϕ

−
+

−
⋅⋅ ∫∫

∞ KK
EE

R

R

球内电势 内外内

rrrr

4
2

0

2

2
0

2
0 r2r

r

r

r

2

1

2

1
内内内 εε

ε
εεεε

εω KKK
ED

rrrr
⋅⋅⋅⋅⋅ ∴

    ∫ ∫∫∫ −
⋅

−
⋅∴ 2

0

2

22
0

2

)2ddrdsinr
r)(2

1
d

εε
πεϕθθ

εε
εω K

R
K

VW 内内

      ∫ ∫∫∫ −
⋅⋅

−
⋅=

2
00

22
2

42
00

222

)(

2
ddrdsinr

r

1

)(2

1
d

εεε
πεϕθθ

εεε
εω RKRK

VW
R外外

2

00

))(1(2
εεε

επε
−

+=∴
K

RWWW 外内

2  在均匀外电场中置入半径为 0R 的导体球 试用分离变数法球下列两种情况的电势

1  导体球上接有电池 使球与地保持电势差 ;0φ

2  导体球上带总电荷 Q.

解 1 当导体球上接有电池 与地保持电势差 0φ 时 以地为电势零点

     本问题的定解条件如下

             0φφ内 R= 0R

              02
外ϕ∇ R> 0R 且







=

−=

=

∞→

0

00

0

cos

φϕ

ϕθϕ

RR

R RE

外

外

0ϕ 是未置入导体球

前坐标原点的电势

根据有关的数理知识 可解得 )cos
R

Ra n1n

n
n

n
0n

θϕ外 P
b∑

∞

由于 00 cos ϕθϕ
外

RE
R

−=
∞→

即

00
2

12
10

2
10 cos)(coscos)(coscosa ϕθθθθθϕ +−=+++++ ∞→

∞

=
+

∞

=
∑∑ REP
R

b

R

b

R

b
PRaRa R

n
nn

n

n
n

n
n外

故而有 )1(0),1(0,, 0100 >=>=−== nbnaEaa nnϕ

θθϕϕ cos
b

cos
2
10

00 R

b

R
RE +∴ 外
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又 02
0

1

0

0
000 cos

b
cos,

00
φθθϕϕφϕ =+−== ==

R

b

R
RERRRR 即 外外

      故而又有     










=+−

=+

∴
0coscos

2
0

1
00

0
0

0
0

θθ

φϕ

R

b
RE

R

b

得到   2
0010000 ,)( REbRb =−= ϕφ

最后 得定解问题的解为

       )(cos
)(

cos 0

3
00000

00 RR
R

RE

R

R
RE >+

−
++−= θ

ϕφ
ϕθϕ外

2 当导体球上带总电荷 Q 时 定解问题存在的方式是

   



















=
∂
∂

−

+

>∇

<∇

∫

∞→

→

)(ds

(Rcos

)(0

)(0

0

s

0

R

000R

0R

0
2

0
2

0

RRQ
R

E

RR

RR

R

原点的电势是未置入导体球前坐标

有限

外

外内

外

内

外

内

φ
ε

φφ

ϕϕθφ

φ

φ

φ

解得满足边界条件的解是

      

∑
=0n

n
n

n cosR内 θϕ Pa      ∑
=0n

n1n
n

00 cos
R

Rcos外 θθϕϕ P
b

E

  由于 ∞→R外ϕ 的表达式中 只出现了 )1(0coscos(1 >= nbP n项 故θθ

θθϕϕ cos
b

cos
2
10

00 R

b

R
RE +∴ 外

又有
0RR=外ϕ 是一个常数 导体球是静电平衡

C
R

b

R
RERR =+−== θθϕϕ cos

b
cos

2
0

1

0

0
0000外

3
0012

0

1
00 0coscos REb

R

b
RE ==+−∴ 即θθ
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   θθϕϕ coscos
2

3
000

00
R

RE

R

b
RE ++外

 又由边界条件 Q外∫ ∂
∂

−
s

0 ds
r

φ
ε          

0
0 4πε

Q
b =∴

0,0
00

R
4

R
R

Q
<−∴ ϕ

πε
ϕ内

002

3
00

0

Rcoscos
R4

RRE
R

REQ
>+外 θθ

πε
ϕ

3  均匀介质球的中心置一点电荷 fQ 球的电容率为ε 球外为真空 试用分离变数法求

空间电势 把结果与使用高斯定理所得结果比较

提示 空间各点的电势是点电荷 fQ 的电势 R
Q

πε4
f 与球面上的极化电荷所产生的电势的

叠加 后者满足拉普拉斯方程

解 一. 高斯法

在球外 0R R> ,由高斯定理有 fPf QQQQsdE =+=⋅∫ 总

rr
0ε 对于整个导体球

而言 束缚电荷 )0=PQ

       
2

04 R

Q
E

f

πε
=∴

r

积分后得 是积分常数外 CC
R

Q
.(

4 0

f +
πε

ϕ

又由于 0,0 =∴=∞→ CR外ϕ

)(
4 0

0

RR
R

Qf >=∴
πε

ϕ外

在球内 0R R< ,由介质中的高斯定理 ∫ =⋅ fQsdD
rr

又
24

,
R

Q
EED

f

πε
ε =∴=

rrr

积分后得到 是积分常数内 22
f .(

4
CC

R

Q
+

πε
ϕ
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由于 2
000

f

44
,

0
C

R

Q

R

Q f
RR +== πεπε

ϕϕ 故而有外内

).(
44 0

000
2 RR

R

Q

R

Q
C ff <−=∴

πεπε

)(
444 0

0

f

00

ff RR
R

Q

R

Q

R

Q
<−∴

πεπεπε
ϕ内

二. 分离变量法

    本题所求的电势是由点电荷 fQ 与介质球的极化电荷两者各自产生的电势的叠加 且有

着球对称性 因此 其解可写作
'

4
ϕ

πε
ϕ +=

R

Qf

由于 'φ 是球对称的 其通解为  
R

b
a +='ϕ

由于球心有 fQ 的存在 所以有 ∞→内 0Rϕ   即 a
4内 R

Qf

πε
ϕ

在球外有 外 0R ∞→ϕ     即
R

b

4
f

外 R

Q

πε
ϕ

 由边界条件得

        
00

f

0

f
R

b

4
a

4
,

0 RR

Q

R

Q
R ++

πεπε
ϕϕ 即外内

        
2
0

f
2
0

0
2
0

f0
R0

4

b

4
,

RR 0 R

Q

RR

Q
R πε

εε
πε
εϕ

ε
ϕ

ε −=−
∂
∂

∂
∂

即外内

)
11

(
4

a),
11

(
4 00

f

0 εεπεεπε
−−=∴

R

QQ
b f










<−

>

∴

0
0

f

00

ff

0
0

f

,
444

,
R4

RR
R

Q

R

Q

R

Q

RR
Q

πεπεπε
ϕ

πε
ϕ

内

外
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4  均匀介质球 电容率为 1ε 的中心置一自由电偶极子 fP
r

球外充满了另一种介质 电

容率为 2ε 求空间各点的电势和极化电荷分布

提示 同上题 '
4 3

1

φ
πε

φ +
⋅

=
R

RPf
rr

,而 'φ 满足拉普拉斯方程

解
RR ∂

∂
=

∂
∂ 外内 φ

ε
φ

ε 21

又
内 ∑+−=

∂
∂

l
1l

0l3
01

f
11 l

4

cos2
(

0
PRA

R

P

R R πε
θ

ε
φ

ε

  ∑−−=
∂
∂ 外

l2l
0

l
3
01

f
22 1l(

4

cos2
(

0
P

R

B

R

P

R R πε
θ

ε
φ

ε

比较 系数)(cosθlP

      B0 0 A0 0

3
0

1
13

0

12
3
01

2
113

0

,
2

4

2

4

2

R

B
A

R

B

R
A

R

ff =−−=+ 及
ε

πε

ρε
ε

π

ρ

得
)2(4

)(2
,

)2(4

)(2

211

21
13

0211

21
1 εεπε

ρεε

εεπε

ρεε
+

−
=

+

−
= ff

B
R

A

比较 的系数)(cos2 θP

   
4
0

2
24

0

2
021 ,

3
2

R

B
A

R

B
RA =ε

及 0)
1

1(
01

2 =+
R

A
ε

所以 0,0 22 == BA 同理 )3,2(,0 L=== lBA ll

最后有

)(,
)2(4

)(2

4
cos

)2(4

)(2

4
03

0211

21

3
1

3
0211

21

3
1

RR
R

R

R

R
R

RR

R ffff <
+

⋅−
+

⋅
=

+

−
+

⋅

εεπε

ρεε

πε

ρ
θ

εεπε

ρεε

πε

ρ
φ

rrrrrr

内

)(,
)2(4

3

)2(4

)(2

4
cos

)2(4

)(2

4
03

21
3

211

21

3
1

2
211

21

3
1

RR
R

R

R

R

R

R

RR

R fffff >
+

⋅
=

+

⋅−
+

⋅
=

+

−
+

⋅

εεπ

ρ

εεπε

ρεε

πε

ρ
θ

εεπε

ρεε

πε

ρ
φ

rrrrrrrr

外
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球面上的极化电荷密度

nPP nnP
r

,21 −=σ 从 2 指向 1 如果取外法线方向 则

nnnnp PP )])[()])[( 0102 内外球外 φεεφεεσ ∇−−∇−=−=

    
0

)()( 0102 RRRR
内外

∂

∂
−+

∂
∂

−−=
φ

εε
φ

εε

]cos
)2(4

)2(2)(2

)2(4

cos)(6
)[(

)2(4

cos6
)(

3
0211

2121
3
021

20
013

021
02 θρ

εεπε
εεεε

εεπ

θρεε
εε

εεπ

θρ
εε f

ff

RRR +
+−−

−
+

−
−−

+

−
−=

   θρ
εεπε
εεε

θρ
εεπε

εεεεεε
cos

)2(2

)(3
cos

)2(4

)(6)(6
3
0211

210
3
0211

012201
ff

RR +
−

−=
+

−+−
=

求极化偶极子

      lqPf
rr

= 可以看成两个点电荷相距 l 对每一个点电荷运用高斯定理 就得到在每个

点电荷旁边有极化电荷

      ))(1(,)1(
1

0

1

0
fPfP qqqq −−=−−=

ε
ε

ε
ε

两者合起来就是极化偶极子

     fP PP
rr

)1(
1

0 −=
ε
ε

5.空心导体球壳地内外半径为 R1 和 R2 球中心置一偶极子P
r

球壳上带电 Q 求空间各点

电势和电荷分布

解















+
⋅

=

∞==

==∇

→

→

∞→

为有限值0
'

1
'
13

0
1

022

33
2

,
4

,

0,0

r

r

r

r

rP

C

φφ
πε

φ

φφ

φφ

rr















=
∂
∂

+
∂
∂

−+
⋅

=

==

=

∫∑ ∫

∑

==

=

−+

0

13
3

0
1

22

313

12

1

2

)(cos
4

,

),(cos

ε
φφ

θ
πε

φ

φφ

φθφ

Q
dS

r
dS

r
PrA

r

rP

CC

CP
r

B

RrRrl
l

l
f

Rr

Rrll
l

rr

R2

R1
3φ

1φ

2φ
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









=+++

=+++

CRAA
R

P

CP
R

B

R

B

R

B

f
L

L

θ
πε

θ

θ

cos
4

cos

cos

1102
10

23
2

2
2
2

1

2

0

即 )4.3.2(0),3.2.1(0,0cos)
4

(,
2
1

11
2

0
0 LL =====+== lAlB

R

P
RAC

R

B
A ll

f θ
πε

∑

∑

+−−=−−=
∂
∂

++−=+−=
∂
∂

+

−

L

L

θ
φ

θ
πε

θ

πε

θφ

cos2)1(

cos
2

cos

4

cos2

3
1

1
2
1

0
2

3

13
10

1
13

10

1

R

B

R

B
P

r

B
l

r

A
R

P
PRlA

R

P

r

ll
l

f
L

l
l

f
又

则 ∫ ∫ ∫ ====
∂
∂

− 02
1

02
12

1

0
2
1

03 44 B
R

B
RdS

R

B
dS

R

B
dS

r
ππ

φ

000sincos
4

sincos
2

2

0 0

2
13

10

2

0 0

2
13

10

1 =+=
−

+−=
∂
∂

∫ ∫∫ ∫∫
π ππ π

ϕθθθ
πε

ϕθθθ
πε

φ
ddR

R

P
ddR

R

P
dS
r

ff

故 ∫ ∫ ==
∂
∂

+
∂
∂

−
0

0
13 4

ε
π

φφ Q
B

r
dS

r

3
10

1
20

0
0

0
4

,
4

,
4 R

P
A

R

Q
A

Q
B

f

πεπεπε
−

===

最后有

 
















<<=

>=

<+
⋅

−
⋅

=

)(,
4

)(,
4

)(,
444
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2
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1
20
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R

Q

Rr
r

Q

Rr
R

Q

R

rP

r

rP f

πε
φ

πε
φ

πεπεπε
φ

rrrr

电荷分布

在 r R1的面上

     
3
1

3
1

3
1

1
0

4

cos

4

cos

2

cos
1 R

P

R

P

R

P

r
fff

P π

θ

π

θ

π

θφ
εσ −=

−
+

−
=

∂
∂

=

在 r R2面上

     
2
2

3
0

42 R

Q

rP π
φ

εσ =
∂
∂

−=
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6 在均匀外电场 0E
r

中置入一带均匀自由电荷 fρ 的绝缘介质球ε 求空间各点的电势

  解















=∇

+

+∑ +

0

6

1

)(cos)(

'2

'2

1

φ

φρ
ε

φ

θφ

r

P
r

B
rA

f

ll
ll

l

内

外

 内φ 是由高斯定理解得的 fρ 的作用加上 0E
r

的共同作用

0
'

0 ,cos →∞→ −= rr rE φθφ外 有限










+

+

∑

∑ +

)(cos
6

1

)(coscos

2

10

θρ
ε

φ

θθφ

l
l

ef

ll
l

Prcr

P
r

B
rE

内

外

:)0Rr =外内 φφ

++++ 23
0

2
2

0

1

0

0
00 cos P

R

B

R

B

R

B
RE θ   ++++ 2

2
0201

2
0 cos

6

1
0

PRcRccRf θρ
ε

即
0

0
0

2
06 R

B
cRf =+

ε
ρ

012
0

1
00 Rc
R

B
RE =+

2
023

0

2 Rc
R

B
=

rr ∂
∂

=
∂
∂ 外内 φ

ε
φ

ε 0

∑ +−−+−=
∂
∂

))1(cos(
2

0

00 l
ll

R

PB
lE

r
θε

φ外

] L+++=



+=

∂

∂
∑ −

20210
1

00 2cos
3

)(cos
3

PRccRPRlcR
r

f
l

l
l

f εθε
ρ

θ
ε
ρφ内
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LL+−−−− 24

0

20
3

0

10
2

0

00
00

3
cos

2
cos P

R

B

R

B

R

B
E

εθεεθε

即
2
0

00
03 R

B
Rf

ερ
−=       

3
0

10
001

2

R

B
EC

ε
εε −−=      LL

4
20

02

3
2

R

B
RC

ε
ε −=

解方程得 f

R
B ρ

ε 0

3
0

0 3
−=                    )

6

1

3

1
(

0

2
00 εε
ρ +−= fRC

            3
00

0

3
000

1 2

3
RE

RE
B +

+
−=

εε
ε

          
0

00
1 2

3

εε
ε
+

−=
E

C

及 20002 32 CRRC εε −=       即 0)32( 0002 =+ RRC εε       022 == BC

同理 0== ll BC          LL3,2=l

得













<
+

±

>
+

−+±

0
2

00

0

2
0

2

02
0

3
000

2

3
00

0

3
0

0

,cos
2

3

6

1

3

1
(

6

,cos
)2(

3
cos

3
cos

Rrr
E

Rr

Rr
r

RE

r

RE

r

R
rE

f
f

f

θ
εε

ε
εε

ρ
ε
ρ

φ

θ
εε

ε
θ

ε
ρ

θφ

内

外

7 在一个很大的电解槽中充满电导率为 2σ 的液体 使其中流着均匀的电流 0fδ 今在液

体中置入一个电导率为 1σ 的小球 求稳衡时电流和电荷分布 讨论 21 σσ >> 及

12 σσ >> 两种情况的电流分布特点

先求空间电势







∇

∇

0

0
2

2

外

内

φ

φ
           外内 φφ      0Rr =

因为 )( 0Rrnn =外内 δδ 稳恒电流认为表面无电流堆积 即 nn 流出流入 =

故
rr 2

2

2

2
21

外内 φ
σ

φ
σ =

并且 0δδ =
∞→r外    即 θφ cos0rEr −=∞→外       ( )020

Ej f σ=

有限内 ∞→rφ  可以理解为在恒流时 0→r 的小封闭曲面流入 流出
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这时的解即为










>
+
−

+

<

02
21

213
000

00
21

2

,
cos

)
2

(cos

,cos
2

3

Rr
r

RErE

RrrE

θ
σσ
σσ

θφ

θ
σσ

σ
φ

外

内

求内外电场 )
2

2

sin

1

2

2

2

2
( φ

θ φ
θθ

φφ
φ e

r

e

r

e
E r r

rr

Φ
++−=−∇=

)sin(cos
2

3
)

2

21

2

2
( 0
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θθ θθ
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σ
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eeEe
rr

e
E r

r rrr
r

r
−
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=+ 内内

内

      zeE
r

0
21

2
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3

σσ
σ
+

=

[ ]θθ θθ
σσ
σσ

θθ ee
r

RE
eeEE rr

rrrr
sincos2)

2
()sin(cos

21

21
3

3
00

0 +
+
−

+−外

   [ ]θθ θθθ
σσ
σσ

θθ eee
r

RE
eeE rrr

rrrrr
sincoscos3)

2
()sin(cos

21

21
3

3
00

0 +−
+
−

+−









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+
−

+
3
0

3
0

21

213
00

cos3
)

2
(

r

E
e

r

E
RE r

v
vθ

σσ
σσ

求电流

     根据 内内 Ej
vr

1σ     外外 Ej
vv

2σ

           及








=
⋅

=

r
f

f

e
r

rrE

r

rrj

Ej

r
vrv
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020
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0

θσ

σ
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21
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rrj
Rjjjj
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rrrr
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=
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=−=−=
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8.半径为 0R 的导体球外充满均匀绝缘介质ε 导体球接地 离球心为 a 处 )( 0Ra > 置一点

电荷 fQ 试用分离变数法求空间各点电势 证明所得结果与镜像法结果相同

提示

   ).()(cos)(
1

cos2

11

0
22

aRP
a

R

aaRaRr n
n

n >=
−+

= ∑
∞

=

θ
θ

解 1 分离变数法

  由电势叠加原理 球外电势

        ''f ,
4

φφ
πε

φ +
R

Q
外 是球面上感应电荷产生的电势 且满足定解条件










=

=

>=∇

=

∞→

0

0

)(,0

0

'

0
'2

Rr

r

Rr

外φ

φ

φ

根据分离变数法得

         )(,)(cos 0
0

1

' RrP
r

B

l
ll

l >= ∑
∞

=
+ θφ

 ∑
∞

=
++

−+
∴

0
122

f )(cos
cos2

1

4 l
ll

l P
r

B

arra

Q
θ

θπε
φ外          *

)(,)(cos)(cos)(
1

4 0
1

0

arP
r

B
P

a

r

a

Q

l
ll

l

n
n

nf <+= ∑∑
∞

=
+

∞

=

θθ
πε

 又 0)(cos])(
4

[
0

1
0

0
=+= ∑

∞

=
+=

n
ll

o

llf
Rr P

R

B

a

R

a

Q
θ

πε
φ外

即   0)(
4

,...,0
4

,0
4 1

0

0
2
0

10

0

0 =+=+=+ +l
llfff

R

B

a

R

a

Q

R

B

a

R

a

Q

R

B

a

Q

πεπεπε

,
4

,
4

,
4

12
0

3

100 a

Q

a

R
B

a

Q

a

R
B

a

Q
RB f

l

l

l
fOf

πεπεπε

+

−=−=−=∴

代入 * 式得解

z

P
Qf

a

O

r
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2 镜像法

如图建立坐标系 本题具有球对称性 设在球

内 0r 处有像电荷
'Q , 'Q 代替球面上感应电荷对空间电场的

作用 由对称性
'Q 在 O fQ 的连线上

先令场点 P1在球面上 根据边界条件有

   常数即 =−==+
fQ

Q

QQ

f

Q

Q

r

r

r

Q

r

Q

ff

''
'

'

,0

将
'Q 的位置选在使∆ 'Q P1O ∆ fQ P1O,则有

常数
a

R

r

r

fQ

Q 0
'

= 为达到这一目的 令
'Q 距圆心为 r0

则  
a

R
r

a

R

R

r 2
0

0
0

0

0 , ==

并有
a

QR
Q

a

R

Q

Q

r

r
f

fQ

Q

f

0'0
'

'

−===−= 常数

这样 满足条件的像电荷就找到了 空间各点电势为

).(],

cos2)(
cos2

[
4

1

44 2
0202

0

22
2

'

1

ar

a

R
r

a

R
r

a
Q

R

arra

Q

r

Q

r

Q f
ff >

++

−
−+

=+=

θ
θπεπεπε

φ外

将分离变数法所得结果展开为 Legend 级数 可证明两种方法所求得的电势相等

9 接地的空心导体球的内外半径为 R1 和 R2 在球内离球心为 a(a<R0)处置一点电荷 Q 用

镜像法求电势 导体球上的感应电荷有多少 分布在内表面还是外表面

解 球外的电势及导体内电势恒为 0

而球内电势只要满足 即可内 0
1r =Rφ

因此做法及答案与上题同 解略

]

cos
2cos2

[
4

1
2

1
2

4
12

1

22
0 θ

θπε
φ

a

RR

a

R
R

a
QR

RaaR

Q

−+

−
−+

=内

因为球外 0=φ 故感应电荷集中在内表面 并且为 Q.

R1

R2

z

R1

P R2

Qf

P1

R0
2

r
Q’



电动力学习题解答参考                                             第二章 静电场

- 14 -

10.上题的导体球壳不接地 而是带总电荷 Q0,或使其有确定电势 0ϕ 试求这两种情况的电

势 又问 0ϕ 与 Q0是何种关系时 两种情况的解是相等的

解 由于球壳上有自由电荷 Q0 并且又是导体球壳 故整个球壳应该是等势体 其电势用

高斯定理求得为
20

0

4 R

QQ

πε
+

所以球壳内的电势将由 Q 的电势 像电荷 a
QR1− 的电势及球

壳的电势叠加而成 球外电势利用高斯公式就可得

故















>
+

=

<
+

+

−+

−
−+

=

=

)(,
4

)].(

cos
2cos2

[
4

1

2
0

0

1
2

0

2
1

2

4
12

1

22
0

RR
R

QQ

RR
R

QQ

a

RR

a

R
R

a
QR

RaaR

Q

πε
φ

θ
θπε

φ

φ

外

内

或















>=

<+

−+

−
−+

=

=

)(,

).(]

cos
2cos2

[
4

1

20
2

102
1

2

4
12

1

22
0

RR
r

R

RR

a

RR

a

R
R

a
QR

RaaR

Q

φφ

φ

θ
θπε

φ

φ

外

内

当
20

0
0 4 R

QQ

πε
φ

+
= 时两种情况的解相同

11 在接地的导体平面上有一半径为 a 的半球凸部 如图 半球的球心在导体平面上 点

电荷 Q 位于系统的对称轴上 并与平面相距为 b b>a 试用电象法求空间电势

解 如图 利用镜像法 根据一点电荷附近置一

无限大接地导体平板和一点电荷附近置一接地导体

球两个模型 可确定三个镜像电荷的电量和位置

rbrQQ

r
b

a
rQ

b

a
Q

r
b

a
rQ

b

a
Q

r

r

r

−=−=

−==

=−=

33

2

22

2

11

,

,

,

θθθπε
φ

cos2
cos2

1

cos2

1
[

4 2

2

4
2

2222
0

R
b

a

b

a
Rb

a

RbbRRbbR

Q

++

+
++

−
−+

=

   

P
Q

Q
b

a
−

Q
b

a

-Q

O

R
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),20(],

cos2
2

2

4
2

aR

R
b

a

b

a
Rb

a
><≤

−+

+ πθ

θ

12. 有一点电荷 Q 位于两个互相垂直的接地导体平面

所围成的直角空间内 它到两个平面的距离为 a 和 b

求空间电势

解 可以构造如图所示的三个象电荷来代替

    两导体板的作用

−
++−+−

−
−+−+−

=
222

0
222

00 )()()(

1

)()()(

1
[

4 bzayxxbzayxx

Q

πε
φ

  )0,(],
)()()(

1

)()()(

1
222

0
222

0

>
++++−

+
−+++−

− zy
bzayxxbzayxx

13.设有两平面围成的直角形无穷容器 其内充满电导率为 的液体 取该两平面为 xz 面

和 yz 面 在 x0,y0,z0 和 x0,y0,-z0 两点分别置正负电极并通以电流 I 求导电液体中的

电势

解 本题的物理模型是 由外加电源在 A B 两点间建立电场 使溶液中的载流子运动形

成电流 I,当系统稳定时 是恒定场 即 0=
∂
∂

+⋅∇
t

j
ρr

中 0=
∂
∂
t

ρ

对于恒定的电流 可按静电场的方式处理

于是 在 A 点取包围 A 的包围面

∫ =⋅
n

Q
sdE

ε
rr

而又有

σ⋅=

⋅= ∫
Ei

sdiI
rr

rr

} ∫ ⋅=⇒ sdEI
rr

σ
1

∴有
σ
ε

εσ
1

1

1 I
Q

Q
I =⇒=

对 B Q
σ
ε1IQQB −=−=

又在容器壁上 ,0=nj
r

即元电流流入容器壁

由 Ej
rr

σ= 有 0=nj
r

时 0=nE
r

∴可取如右图所示电像

b

a
Q(x0,a,b)-Q

(x0,-a,b)

-Q(x0,a,-b)+Q

(x0,-a,-b)

z

y

P(x, y, z)

B(x0,y0,z0)

x

z

y

A(x0,y0,z0)

σ

j
r

j
r

-Q(x0,-y0,z0)

z

Q(x0,-y0,z0)

Q(-x0,-y0,z0)

-Q(x0,y0,-z0)

-Q(-x0,y0,z0) -Q(-x0,y0,-z0)

Q(x0,y0,z0)

Q(x0,y0,z0)

y

x
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14.画出函数
dx

xd )(δ
的图 说明 )()( xP

rr
δρ ∇⋅−= 是一个位于原点的偶极子的电荷密度

解




=∞
≠

=
0,

0,0
)(

x

x
xδ

x

xxx

dx

xd
x ∆

−∆+
=

→∆

)()(
lim

)(
0

δδδ

1 0
)(

0 =≠
dx

xd
x

δ
时

2 −∞=
∆
∞−

=>∆=
→∆ xdx

xd
x

x

0
lim

)(
,0xa0

0

δ
时

               +∞=
∆
∞−

=<∆
→∆ xdx

xd
xb

x

0
lim

)(
,0)

0

δ

15 证明

   1 )0).((
1

)( >= ax
a

ax δδ 若 a<0,结果如何

   2 0)( =xxδ

证明 1 根据 ∑ −
=

)(

(
)]([

'
k

k

x

xx
x

φ
δ

φδ 所以
a

x
ax

)(
)(

δδ =

2 从 )(xδ 的定义可直接证明

有任意良函数 f(x),则 )()( xFxxf =⋅ 也为良函数

∫ =⋅= = 0)()()( 0xxxfdxxxxf δ

16 一块极化介质的极化矢量为 )( 'xP
rr

根据偶极子静电势的公式 极化介质所产生的静

电势为

               ∫
⋅

=
V

dV
r

rxP '
3

0

'

4

)(

πε
ϕ

rrr

另外 根据极化电荷公式 ,)( '' PnxP PP

rrrr
rr ⋅=⋅−∇= σρ 及 极化介质所产生的电势又可表为

               ∫∫
⋅

+
⋅∇

−=
SV r

SdxP
dV

r

xP

0

''
'

0

''

4

)(

4

)(

πεπε
ϕ

rrrrr

试证明以上两表达式是等同的

x

dx

xd )(δ

P

O

X’

r
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证明

   ∫∫ ∇⋅=
⋅

=
VV

dV
r

xPdV
r

rxP '''

0

'
3

'

0

1
)(

4

1)(

4

1 rrrrr

πεπε
ϕ

       又有
r

P
r

P
r

Pp 11
)

1
( ''' ∇⋅+⋅∇=∇

rrr

则 ][
4

1
])([

4

1
'''

'
'

0

'''
'

0
∫∫∫∫ ⋅+

⋅∇
−=⋅∇+

⋅∇
−=

SVVV
Sd

r

P
dV

r

P
dV

r

P
dV

r

P r
rrrr

πεπε
ϕ

      ][
4

1
][

4

1 '

0
'

'
'

0
∫∫∫∫ +=

⋅
+

⋅∇
−=

S

P

V

P

SV
dS

r
dV

r
dS

r

nP
dV

r

P rsrrr
σρ

πεπε

刚好是极化体电荷的总电势和极化面电荷产生的总电势之和

17 证明下述结果 并熟悉面电荷和面偶极层两侧电势和电场的变化

1  在面电荷两侧 电势法向微商有跃变 而电势是连续的

2  在面偶极层两侧 电势有跃变

                Pn
rr

⋅=−
0

12
1

ε
ϕϕ

而电势的法向微商是连续的 各带等量正负面电荷密度 σ± 而靠的很近的两个面 形成面

偶极层 而偶极矩密度 .)lim
0

lP
l

rr
σ

σ
→

∞→
=

证明 1 如图可得 ,2
0ε

σ s
sE

∆⋅
=∆⋅

        0
22

,
2 00

21
0

=−=−=∴ zzE
ε
σ

ε
σφφ

ε
σ

面 zeE
n

rr

0
1

1

1

2ε
σφ

==
∂
∂

           )(
2 0

2
2

2
zeE

n

rr
−==

∂
∂

ε
σφ

   
02

2

1

1

ε
σφφ

=
∂
∂

−
∂
∂

∴
nn

2)可得 zeE
rr

0ε
σ

=

  
00

00
12 limlim

εε
σφφ Pn

lnlE
ll

rrrrrr ⋅
=⋅=⋅=−∴

→→

  又 E
n

E
n

rr
=

∂
∂

=
∂
∂ 21 ,

φφ

z

x

E

+
1

2

E

S

E
r

+

-

z

n
r

1

2

l
r
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      .012 =
∂
∂

−
∂
∂

∴
nn

φφ

18.一个半径为 R0 的球面 在球坐标
2

0
πθ << 的半球面上电势为 0ϕ 在 πθπ

<<
2

的半

球面上电势为 0ϕ− 求空间各点电势

提示







=−

=
=

=
+
−

=

⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−+∫

)(,)1(

)(,0
)0(

1)1(

,
12

)()(
)(

642

)1(531

2

1

0

1
0

11

偶数

奇数

n

n
P

P
n

xPxP
dxxP

nnn

n

nn
n

解

         













=

∞<

=∇

∇

∞→

→

0

0

0

0

2

2

r

r

外

内

外

内

φ

φ

φ

φ










≤<−

<≤
===

πθπφ

πθφ
θφ

2
,

2
0,

)(

0

0

0
fRr

∑= )(cosθφ l
l

l PrA内  这是 内φ 按球函数展开的广义傅立叶级数
l

l rA 是展开系数

∫∫ ⋅−
+

=
+

==
−

π
θθθφθθφ

0

1

1

0 ]sin)(cos[
2

12
]cos)(cos[

2

12
00

dP
l

dP
l

fRA lRlRl
l

l 内内

          ]sin)(cossin)(cos[
2

12

2
0

2
0 0 ∫∫ +−

+
=

π
π

π

θθθφθθθφ dPdP
l

ll

         ])()([
2

12 1

00

0

10 ∫∫
−

−
+

= dxxPdxxP
l

ll φφ

         ∫∫ +−
+

=
−

1

0

0

10 )()([
2

12
dxxPdxxP

l
llφ

由 )()1()( xPxP l
l

l −=−

则 ])()()1[(
2

12 1

0

1

0

1
00 ∫∫ +−

+
= + dxxPdxxP
l

RA ll
l φ
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         ∫+−
+

= + 1

0

1
0 )(]1)1[(

2

12
dxxP

l
l

lφ

当 l 为偶数时 00 =
l

l RA

当 l 为奇数时 有

     1
0

11
0

1

0

1
00 12

)()(
)12()(]1)1[(

2

12

+
−

+=+−
+

= −++ ∫ l

xPxP
ldxxP

l
RA ll

l
ll

l φφ

          ]
)1(642

)2(531
)1(

)1(642

531
)1[( 2

1

2

1

0 −⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−−
+⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅

−−=
−+

l

l

l

l
ll

φ

          ]
)1(642

)2(531
)1(

)1(642

531
)1[( 2

1

2

1

0 −⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−+
+⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅

−=
−−

l

l

l

l
ll

φ

          )12(
)1(642

)2(531
)1()1

1
(

)1(642

)2(531
)1( 2

1

0
2

1

0 +
+⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−=+
+−⋅⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅⋅
−=

−−

l
l

l

l

l

l

l
ll

φφ

则  )12(
)1(642

)2(531
)1( 2

1

0

0 +
+⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−=
−

l
l

l

R
A

l

ll

φ

∑ <+
+⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−=
−

)(),(cos))(12(
)1(642

)2(531
)1( 0

0

2

1

0 RrlP
R

r
l

l

l
l

l
l

取奇数内 θφφ

∑ +
)(cos

1
θφ ll

l P
r

B
外

又 )12(
)1(642

)2(531
)1(])(cos[

2

12 2

1

0

1

11 0
+

+⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−=
+

=
−

−+ ∫ l
l

l
P

l

r

B
l

lRl
l φθφ外

即 ∑ >+
+⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−= +
−

)(),(cos))(12(
)1(642

)2(531
)1( 0

102

1

RrlP
r

R
l

l

l
l

l
l

为奇数外 θφ
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1. 试用 A
r
表示一个沿 z 方向的均匀恒定磁场 0B

r
写出 A

r
的两种不同表示式 证明两者之

差是无旋场

解 0B
r

是沿 z 方向的均匀的恒定磁场 即 zeBB
rr

=0 且 AB
rr

×∇=0

在直角坐标系中 z
xy

y
zx

x
yz e

y

A

x

A
e

x

A

z

A
e

z

A

y

A
A

rrrr
)()()(

∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

=×∇

如果用 A
r
在直角坐标系中表示 0B

r
即















=
∂
∂

−
∂

∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂

0

0

0

y

A

x

A
x

A

z

A

z

A

y

A

xy

zx

yz

由此组方程 可看出 A
r
有多组解 如

   解 1 )(,0 0 xfyBAAA xZy +−===

         即   xexfyBA
rr

)]([ 0 +−=

   解 2 )(,0 0 ygxBAAA Yzx +===

         即    yeygxBA
rr

)]([ 0 +=

解 1 和解 2 之差为 yx eygxBexfyBA
rrr

)]([)]([ 00 +−+−=∆

则

    z
xy

y
zx

x
yz e

y

A

x

A
e

x

A

z

A
e

z

A

y

A
A

rrrr
]

)()(
[]

)()(
[]

)()(
[)(

∂
∆∂

−
∂

∆∂
+

∂
∆∂

−
∂
∆∂

+
∂

∆∂
−

∂
∆∂

=∆×∇

           0

   这说明两者之差是无旋场

2. 均匀无穷长直圆柱形螺线管 每单位长度线圈匝数为 n 电流强度为 I 试用唯一性定

理求管内外磁感应强度 B

解 根据题意 得右图 取螺线管的中轴线为 z 轴

本题给定了空间中的电流分布 故可由 ∫
×

= '
4 3

0 dV
r

rJ
B

rr
r

π
µ

求解磁场分布 又 J
r
在导

线上 所以 ∫
×

=
3

0

4 r

rlJd
B

rr
r

π
µ

1  螺线管内 由于螺线管是无限长理想螺线管 故 由电磁学的有关知识知 其内部磁
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场是均匀强磁场 故只须求出其中轴线上的磁感应强度 即可知道管内磁场

   由其无限长的特性 不妨取场点为零点 以柱坐标计算

xyx ezeaear
rrrr

''sin'cos −−−= ϕϕ

yx eadeadld
rrr

'cos''sin' ϕϕϕϕ ⋅+⋅−=

)''sin'cos()'cos''sin'( xyxyx ezeaeaeadeadrld
rrrrrrr

−−−×⋅+⋅−=×∴ ϕϕϕϕϕϕ

        zyx edaedazedaz
rrr

'''sin'''cos' 2 ϕϕϕϕϕ +−−=

    取由 ''' dzzz +− 的以小段 此段上分布有电流 'nIdz

∫
+

+−−
=∴

2
3

22

2

0

])'([

)'''sin'''cos'('

4 za

edaedazedaznJdz
B zyx

rrr
r ϕϕϕϕϕ

π
µ

    In

a

z
a

z
dnI

enI
za

dza
d z 0

2
32

0

2
322

22

0

0

]1)
'

[(

)
'

(

2])'([

'
'

4
µ

µ
ϕ

π
µ π

=
+

=⋅
+

= ∫∫∫
∞+

∞−

∞

∞−

r

2)螺线管外部:由于是无限长螺线管 不妨就在 xoy 平面上任取一点 )0.,( ϕρP 为场点

)( a>ρ

   222 ')'sinsin()'coscos(' zaaxxr +−+−=−=∴ ϕϕρϕϕρrr

)'cos(2'222 ϕϕρρ −−++= aza

('=−= xxr
rrr

xea
r

)'coscos ϕϕρ − zy ezea
rr

')'sinsin( −− ϕϕρ

yx eadeadld
rrr

'cos''sin' ϕϕϕϕ ⋅+⋅−=

   zyx edaaedazedazrld
rrrrr

')]'cos([''sin'''cos' 2 ϕϕϕρϕϕϕϕ −−+−−=×∴

+−+−⋅=∴ ∫∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

'
''sin'

''
''cos'

'[
4 3

2

0
3

2

0

0 dze
r

daz
ddze

r

daz
dnIB yx

rrr ϕϕϕϕϕϕ
π
µ ππ

]'
)'cos(

'
3

22

0
∫∫
∞

∞−

−−
+ zedz

r

aa
d

rϕϕρϕ
π

由于磁场分布在本题中有轴对称性 而螺线管内部又是匀强磁场 且螺线管又是无限

长 故不会有磁力线穿出螺线管 上述积分为 0 所以 0=B
r
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3. 设有无穷长的线电流 I 沿 z 轴流动 以 z<0 空间充满磁导率为µ 的均匀介质 z>0 区

域为真空 试用唯一性定理求磁感应强度 B 然后求出磁化电流分布

解 本题的定解问题为

        















×∇=×∇

=

<−=∇

>−=∇

==

=

01
0

02

021

2
2

01
2

11

)0(,

)0(,

zz

z

AA

AA

zJA

zJA

rr

rr

rr

rr

µµ

µ

µ

由本题具有轴对称性 可得出两个泛定方程的特解为

        

∫

∫

=

=

r

lId
xA

r

lId
xA

r
rr

r
rr

π
µ
π
µ

4
)(

4
)(

2

0
1

由此可推测本题的可能解是










<

>
=

)0(,
2

)0(,
2

0

ze
r

I

ze
r

I

B

θ

θ

π
µ
π
µ

r

r
r

验证边界条件 1 0)(, 12021 =−⋅= = BBnAA z

rrrrr
即

                 题中 0, =⋅= θeeen zz

rrrr
且 所以边界条件 1 满足

2 0)(,
11

1201
0

02 =−××∇=×∇ == HHnAA zz

rrrrr
即

µµ

本题中介质分界面上无自由电流密度 又

  

θ

θ

πµ

πµ

e
r

IB
H

e
r

IB
H

r
r

r

r
r

r

2

2

2
2

0

1
1

==

==

,012 =−∴ HH
rr

满足边界条件 0)( 12 =−× HHn
rrr

   综上所述 由唯一性定理可得 本题有唯一解










<

>
=

)0(,
2

)0(,
2

0

ze
r

I

ze
r

I

B

θ

θ

π
µ
π
µ

r

r
r

   在介质中 M
B

H
r

r
r

−=
0µ

故在 z<0 的介质中 2
0

2 H
B

M
r

r
r

−=
µ



电动力学习题解答参考                                             第三章 静磁场

- 4 -

   即 θθθ µ
µ

ππµ
µ

π
e

r

I
e
r

I
e

r

I
M

rrrr
)1(

222 00

−=−⋅=

   ∴ 介质界面上的磁化电流密度

rzM e
r

I
ee

r

I
nM

rrrrrr
)1(

2
)1(

2 00

−=×−=×=
µ
µ

πµ
µ

π
α θ

   总的感应电流 )1()1(
2 0

2

0 0

−=⋅⋅⋅−=⋅= ∫∫ µ
µϕ

µ
µ

π

π

θθ Iedre
r

I
ldMJM

rrrr
电流

在 z<0 的空间中 沿 z 轴流向介质分界面

4. 设 x<0 半空间充满磁导率为µ 的均匀介质 x>0 空间为真空 今有线电流 I 沿 z 轴流

动 求磁感应强度和磁化电流分布

解 假设本题中得磁场分布仍呈轴对称 则可写作

           ϕπ
µ
e
r

I
B

vv

2

′
=

   其满足边界条件
0)(

0)(

12

12

==−×

=−⋅

αv
vvv

vvv

HHn

BBn

 即可得 在介质中

         ϕµπ
µ

µ
e

r

IB
H

v
v

v

22

′
==

   而 Me
r

I
M

B
H

vvv
v

v
−

′
=−= ϕµπ

µ
µ 00

2 2

∴在 x<0 的介质中 ϕµµ
µµ

π
µ

e
r

I
M

vv

0

0

2

−′
=

  则 ∫= ldMIM
vv

 取积分路线为 BACB →→→ 的半圆

      ,ϕeAB
v

Q ⊥      AB∴ 段积分为零

        
0

0

2

)(

µµ
µµµ −′

=
I

IM

ϕπ
µ

e
r

II
B M vv

2

)(0 +
=∴

∴由 ϕϕ π
µ

π
µ

e
r

I
Be

r

II M vvv

22

)(0 ′
−==

+
可得

0

02

µµ
µµ

µ
+

=′
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∴空间 ϕπµµ
µµ

e
r

I
B

vv

0

0

+
=

       IIM
0

0

µµ
µµ

+
−

=   沿 z 轴

5. 某空间区域内有轴对称磁场 在柱坐标原点附近已知 )
2

1
( 22

0 ρ−−≈ zCBBz 其中

B0为常量 试求该处的 ρB

提示 用 ,0=⋅∇ B
r

并验证所得结果满足 0H
r

×∇

解 由B
v
具有轴对称性 设 zzeBeBB

vvv
+= ρρ 其中 )

2

1
( 22

0 ρ−−= zcBBz

0=⋅∇ B
v

Q

 0)(
1

=
∂
∂

+
∂
∂

∴ zBz
Bρρ

ρρ

即 02)(
1

=−
∂
∂

czBρρ
ρρ

       AczB +=∴ 2ρρ ρ (常数)

   取 0=A  得 ρρ czB =

zezcBeczB
vvv

)]
2

1
([ 22

0 ρρ ρ −−+=∴        1

0,0 == Dj
vv

Q      0=×∇∴ B
v

 即 0)( =
∂
∂

−
∂

∂
θ

ρ

ρ
e

B

z

B
z v

        2

代入 1 式可得 2 式成立 ∴ ρρ czB =  c 为常数

6. 两个半径为 a 的同轴线圈形线圈 位于 Lz ±= 面上 每个线圈上载有同方向的电流 I

1  求轴线上的磁感应强度

2  求在中心区域产生最接近于均匀的磁场时的 L 和 a 的关系

提示 用条件 0
2

2

=
∂
∂

zB
z

解 1 由毕 萨定律 L 处线圈在轴线上 z 处产生得磁感应强度为
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,11 zzeBB
vv

=    ∫ ∫
−+

=
×

= θ
π
µ

α
π
µ

d
Lza

Ia

r

rlId
B z

2
322

2
0

3
0

1

])([4
sin

4

vv

                  
2

322

2
0

])[(

1

2

1

azL
Ia

+−
= µ

同理 L 处线圈在轴线上 z 处产生得磁感应强度为

       zzeBB
vv

22 =   
2

322

2
02

])[(

1

2

1

azL
IaB z

++
= µ

∴ 轴线上得磁感应强度

zzz e
azLazL

IaeBB
vvv













++
+

+−
==

2
3

222
3

22

2
0

])[(

1

])[(

1

2

1 µ

 2 0=×∇ B
v

Q

0)()( 2 =∇−⋅∇∇=×∇×∇∴ BBB
vvv

   又 0=⋅∇ B
v

   0,0
2

2
2 =

∂
∂

=∇∴ zB
z

B
v

 代入 1 式中 得

622

2

5
2223222

1
2222

1
22

])[(

])[()(6])[(])[()(])[(

azL

azLzLazLazLzLazL

+−

+−−++−








+−−−+−−
−

622

2

5
2223222

1
2222

1
22

])[(

])[()(6])[(])[()(])[(

azL

azLzLazLazLzLazL

+−

++−−++








++++++

−

−

0

取 z 0 得

0)(12])(2)(2[)( 22

5
222

1
2222

1
22322 =+++−+−+

−
LaLaLLaLaL

2225 aLL +=∴
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aL
2

1
=∴

7. 半径为 a 的无限长圆柱导体上有恒定电流 J 均匀分布于截面上 试解矢势 A
r
的微分方

程 设导体的磁导率为 0µ 导体外的磁导率为µ

   解 定解问题为


















×∇=×∇

=

∞<

>=∇

<−=∇

外内

内外

内

外

内

AA

AA

A

arA

arJA

aa

vv

vv

v

v

vv

µµ

µ

11

)(,0

)(,

0

0

2

0
2

选取柱坐标系 该问题具有轴对称性 且解与 z 无关 令

zerAA
vv

)(内内 =

zerAA
vv

)(外外  代入定解问题得










=
∂

∂
∂
∂

−=
∂

∂
∂
∂

0)
)

(
1

)
)(

(
1

0

r

rA
r

rr

J
r

rA
r

rr

外

内 µ

 得

43

21
2

ln)(

ln
4

1
)(

CrCrA

CrCJrrA

+=

++−=

外

内 µ

由 ∞<=0)( rrA内  得 01 =C

由 外内 AA
vv

×∇=×∇
µµ
11

0

 得 2
3 2

JaC
µ

−=
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由 aa AA 内外

vv
= 令 0== aa AA 内外

vv
 得  aJaCJaC ln

2
,

4

1 2
4

2
02

µµ ==








 −=
∴

r

a
aJA

raJA

ln
2

)(
4

1

2

22
0

vv

vv

µ

µ

外

内

8. 假设存在磁单极子 其磁荷为 Qm 它的磁场强度为
3

04 r

rQ
H m

rr

πµ
= 给出它的矢势的

一个可能的表示式 并讨论它的奇异性

   解 r
mm e
r

Q

r

rQ
H

v
vv

2
0

3
0

1

44 πµπµ
==

   由 r
m e
r

Q
HBA

vvvv
20

4π
µ ===×∇  得

          















=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

0])([
1

0)](
sin

1
[

1

4
])(sin[

sin

1
2

θ

φθ

πφ
θ

θθ

θ

φ

θ
φ

r

r

m

A
rA

rr

rA
r

A

r

r

QA
A

r

 (1)

令 ,0== θAAr  得
r

Q
A m

π
θ

θ
θ φ 4

sin
)(sin =

∂
∂

        

θ
θ

π

θ
π

θ
θ

φ

θ

φ

sin

cos1

4

4

sin
sin

0

r

Q
A

d
r

Q
A

m

m

−
=∴

=∴ ∫

  显然 φA 满足 1 式

∴ 磁单极子产生的矢势 φθ
θ

π
e

r

Q
A m vv

sin

cos1

4

−
=
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讨论  当 0→θ 时 0→A
v

当
2

πθ → 时 φπ
e
r

Q
A m vv

4
→

当 πθ → 时 ∞→A
v

  故 A
v
的表达式在 πθ = 具有奇异性 A

v
不合理

9. 将一磁导率为µ 半径为 R0 的球体 放入均匀磁场 0H
r

内 求总磁感应强度 B
r
和诱导

磁矩m
r

解 根据题意 以球心为原点建立球坐标 取 0H
v

的方向为 ze
v

此球体在外界存在的磁场

的影响下极化 产生一个极化场 并与外加均匀场相互作用 最后达到平衡 保持在一个

静止的状态 呈现球对称

本题所满足的定解问题为

         

















−=

∞<

=
∂

∂
=

∂

∂
=
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<=∇
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=
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ϕ
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)(,,
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0

0

00

0
2

0
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1
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2

1
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Rm
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m

m

由泛定方程和两个自然边界条件得

      ∑
∞

=

=
0

)(cos
1

n
n

n
nm PRa θϕ

      ∑
∞

=
++−=

0
10 )(coscos

2
n

nn
n

m P
R

d
RH θθϕ

由两个边界条件有

      










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∑∑
∞
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−

∞

=
+

∞

=
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0
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1
0

0
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)(cos
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n
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n

n
n

n
n

n
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n

n
n

n
n

P
R

dn
HPnRa

P
R

d
RHPRa

θµθµθµ

θθθ

得
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













≠==
+
−

=
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00
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∴

002
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,cos
2
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,cos
2
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2

1

RRH
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R
RH

RRRH

m

m

θ
µµ
µµ

θϕ

θ
µµ

µ
ϕ

   










+
==

+
=

+
−

+
=−∇=

0
0

0
11

0
0

0
0

0
0

0
1

2

3

2

3
sin

2

3
cos

2

3
1

HHB

HeHeHH rm

vvv

vvvv

µµ
µµ

µ

µµ
µ

θ
µµ

µ
θ

µµ
µ

ϕ θ

   
















−
⋅

+
−

+==

−
⋅

+
−

+=

⋅
+
−

−−⋅
+
−

+=−∇=

]
)(3

[
2

]
)(3

[
2

sin]
2

1[cos]
2

2
1[

3
0

5
03

00
0

0
00202

3
0

5
03

0
0

0
0

03

3
0

0

0
03

3
0

0

0
2 2

R

H

R

RRH
RHHB

R

H

R

RRH
RH

eH
R

R
eH

R

R
H rm

vvvv
vvv

vvvv
v

vvv

µ
µµ
µµ

µµ

µµ
µµ

θ
µµ
µµ

θ
µµ
µµ

ϕ θ











>−
⋅

+
−

+

<
+

=∴
)(],

)(3
[

2

)(,
2

3

03
0

5
03

00
0

0
00

00
0

0

RR
R

H

R

RRH
RH

RRH

B vvvv
v

v

v

µ
µµ
µµ

µ

µµ
µµ

当B
v
在 R>R0时 表达式中的第二项课看作一个磁偶极子产生的场

θ
µµ
µµ

ϕ cos
2 02

3
0

0

0

2
H

R

R
m ⋅

+
−

∴ 中 可看作偶极子m
v
产生的势

即 RH
R

R
H

R

R

R

Rm vv
vv

⋅⋅
+
−

=⋅
+
−

=
⋅

⋅ 02

3
0

0

0
02

3
0

0

0
3 2

cos
24

1

µµ
µµ

θ
µµ
µµ

π

    HRm
vv 3

0
0

0

2
4 ⋅

+
−

=∴
µµ
µµ

π

10. 有一个内外半径为 R1 和 R2 的空心球 位于均匀外磁场 0H
r

内 球的磁导率为µ 求空
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腔内的场B
r

讨论 0µµ >> 时的磁屏蔽作用

解 根据题意 以球心为原点 取球坐标 选取 0H
v

的方向为 ze
v

在外场 0H
v

的作用下  球

壳极化 产生一个附加场 并与外场相互作用 最后达到平衡 B
v
的分布呈现轴对称

定解问题

         




















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∂

∂
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∂
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,
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0

0
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23

1

21

232121

3

2

1

RH

RRRR

RR

RRR

RR

Rm

Rm

RR

mm

RR

mm

RRmmRRmm

m

m

m

  由于物理模型为轴对称 再有两个自然边界条件 故 三个泛定方程的解的形式为

     ∑
∞

=

=
0

)(cos
1

n
n

n
nm PRa θϕ

     ∑
∞

=
++=

0
1

)(cos)(
2

n
nn
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nm P

R

c
Rb θϕ

     ∑
∞

=
++−=

0
10 )(coscos

3
n

nn
n

m P
R

d
RH θθϕ

因为泛定方程的解是把产生磁场的源 0H
v

做频谱分解而得出的 分解所选取的基本函数

系是其本征函数系 )}(cos{ θnP 在本题中 源的表示是

      )(coscos 100 θθ RPHRH −=−

所以上面的解中 )0(,0 ≠==== ndcba nnnn

故 解的形式简化为

      

θθϕ

θϕ

θϕ

coscos

cos)(

cos

2
1

0

2
1

1

1

3

2

1

R

d
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R

c
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m

m

m

+−=
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代入衔接条件 得
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
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
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


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H
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解方程组得

  
3
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3
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2
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3
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1
)2)(2()(2

)(3)2(3
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RRHRH
d +
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而  )3,2,1(,00 =∇−== iHB
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zeaB
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101 µ−=∴

     00
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)(2

)2)(2(

)(1

1[ H
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R
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R
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−
−
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−
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当 0µµ >> 时

      1
)(2

)2)(2(
2

0

00 ≈
−

++
µµ

µµµµ

 01 =∴B
v

即球壳腔中无磁场 类似于静电场中的静电屏障

11. 设理想铁磁体的磁化规律为 000 ,MMHB µµ +=
rr

是恒定的与H
r
无关的量 今将一个
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理想铁磁体做成均匀磁化球 0M 为常值 浸入磁导率为 'µ 的无限介质中 求磁感应

强度和磁化电流分布

解 根据题意 取球心为原点 做球坐标 以 0M
v

的方向为 ze
v
本题具有球对称的磁场分布

满足的定解问题为
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代入衔接条件 对比 )(cosθnP 对应项前的系数 得
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又 0)()( 012 0
其中 αααµ vvvvvv +=−× MRBBn

代入B
v
的表达式 得

        ϕθ
µµ

µα eMM

vv
sin

2

3
0

0′
′

12. 将上题的永磁球置入均匀外磁场 0H
r

中 结果如何

解 根据题意 假设均匀外场 0H
v

的方向与 0M
v

的方向相同 定为坐标 z 轴方向

定解问题为

         



















−=

∞<

=
∂

∂
−

∂

∂

=

>=∇

<=∇

∞=

=

=

θϕ

ϕ

θµ
ϕ

µ
ϕ

µ

ϕϕ

ϕ

ϕ

cos

cos

,

,0

,0

0

0

000

0
2

0
2

2

1

0

21

021

2

1

RH

M
RR

RR

RR

Rm

Rm

R

mm

RRmm

m

m

解得满足自然边界条件的解是
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+
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−
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−
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=

13. 有一个均匀带电的薄导体壳 其半径为 R0 总电荷为 Q 今使球壳绕自身某一直径以

角速度ω转动 求球内外的磁场B
r

提示 本题通过解 mϕ或A
r

的方程都可以解决 也可以比较本题与 5 例 2 的电流分布

得到结果

解 根据题意 取球体自转轴为 z 轴 建立坐标系

定解问题为

          




















=

∞<

=
∂

∂
=

∂

∂

−=
∂

∂
−

∂

∂

>=∇

<=∇

∞=

=

=

0

)(,

4

sin
)(

1

,0

,0

2

1

21

0

12

2

1

0

00

00

0
2

0
2

Rm

Rm

mm

RR

mm

m

m

RR
RR

R

Q

R

RR

RR

ϕ

ϕ

ϕ
µ

ϕ
µ

π
θω

θ
ϕ

θ
ϕ

ϕ

ϕ

其中
04

sin

R

Q

π
θωσ = 是球壳表面自由面电流密度

解得满足自然边界条件的解为
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)(,cos

)(,cos

02
1

01

2

1

RR
R

b

RRRa

m

m

>=

<=

θϕ

θϕ

代入衔接条件










=+

−=−

0
2

4

3
0

1
1

0
2
0

1
01

R

b
a

R

Q

R

b
Ra

π
ω

解得  
0

1 6 R

Q
a

π
ω

−=      
π

ω
12

2
0

1

RQ
b =

)(,cos
6 0

0
1

RRR
R

Q
m <−=∴ θ

π
ωϕ

  )(,cos
12 02

2
0

2
RR

R

RQ
m >= θ

π
ωϕ

000
1 6

sin
6

cos
61 R

Q
e

R

Q
e

R

Q
H rm π

ωθ
π
ωθ

π
ωϕ θ

v
vvv

=−=−∇=∴

ω
π
µ

µ vrv

0

0
101 6 R

Q
HB ==

  ]
)(3

[
4

1
sin

12
cos

12

2
353

2
0

3

2
0

2 2 R

m

R

RRm
e

R

RQ
e

R

RQ
H rrm

rvvv
vvv

−
⋅

=+=−∇=
π

θ
π
ωθ

π
ωϕ 其 中

ωvv

3

2
0QR

m =

]
)(3

[
4 35

0
202

R

m

R

RRm
HB

rvvvvv
−

⋅
==

π
µ

µ

14. 电荷按体均匀分布的刚性小球 其总电荷为 Q 半径为 R0 它以角速度ω绕自身某以

直径转动 求

1  它的磁矩

2  它的磁矩与自转动量矩之比 设质量 M0是均匀分布的

   解 1 磁矩 ∫ ×= dVxJxm )(
2

1 vvvv
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又 rRx eR
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m r
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sin)(
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又 )sincos(cossin yxzr eeeeee
vvvvvv φφθθθφ −−+=−=×

∫ ∫ ∫ −−+=∴
π π

φθθφφθθ
π
ω 2

0 0 0

24

3
0

0

sin)sincos(cos[sin
8

3 R

yxz ddrdReee
R

Q
m

vvvv

ωφθθ
π
ω π π vv
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8

3 2
0

2

0 0 0

43

3
0

0 QR
ddrdRe

R

Q R

z == ∫ ∫ ∫

2)自转动量矩 ∫∫∫∫ ××=×=×== dVRR
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M
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3
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0
vvvvvvvvv
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0
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0
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ω
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ω
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π
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π
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0

2
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M
Q
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L
m ==∴

ω
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15. 有一块磁矩为m
r
的小永磁体 位于一块磁导率非常大的实物的平坦界面附近的真空中

求作用在小永磁体上的力 F
r

.
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解 根据题意 因为无穷大平面的µ 很大 则可推出在平面上 所有的H
v
均和平面垂直

类比于静电场 构造磁矩m
r
关于平面的镜像m′

r
则外场为
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1. 考虑两列振幅相同的 偏振方向相同 频率分别为 ωωϖω dd −+ 和 的线偏振平面波

它们都沿 z 轴方向传播

1  求合成波 证明波的振幅不是常数 而是一个波

2  求合成波的相位传播速度和振幅传播速度

解    
)cos()(),(

)cos()(),(

2202

1101

txkxEtxE

txkxEtxE

ω

ω

−=

−=
rrrr

rrrr

     )]cos())[cos((),(),( 2211021 txktxkxEtxEtxEE ωω −+−=+=
rrrrrrr

       )
22

cos()
22

cos()(2 21212121
0 tx

kk
tx

kk
xE

ωωωω −
−

−+
−

+
=

rr

       其中 ωωωωωω dddkkkdkkk −=+=−=+= 2121 ,;,

     )cos()cos()(2 0 tdxdktkxxEE ⋅−⋅−=∴ ωωrrr

     用复数表示
)(

0 )cos()(2 tkxietdxdkxEE ωω −⋅−⋅=
rrr

     相速  0=− tkx ω

          
k

vp
ω

=∴

     群速  0=⋅−⋅ tdxdk ω

          
dk

d
vg

ω
=∴

2 一平面电磁波以
o45=θ 从真空入射到 2=rε 的介质 电场强度垂直于入射面 求反射

   系数和折射系数

解 n
r
为界面法向单位矢量 ><><>< '',', SSS 分别为入射波 反射波和折射波的玻印

亭矢量的周期平均值 则反射系数 R 和折射系数 T 定义为

            

2
01

2
22

2
0

2'
0

cos

''cos''

'

En

En

nS

nS
T

E

E

nS

nS
R

θ
θ

=
⋅><
⋅><

=

=
⋅><
⋅><

=

r

r

r

r

又根据电场强度垂直于入射面的菲涅耳公式 可得

            

2

221

221

coscos

coscos











+

−
=

θεθε

θεθε
R
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2

221

221

)coscos(

coscos4

θεθε

θθεε

+
=T

又根据反射定律和折射定律

            
θεθε

θθ

sinsin

45

122

1

=

== o

 由题意  00201 2, εεεεεε === r

          o302 =∴θ

        
32

32
)

2

3
2

2

2
2

3
2

2

2

( 2

+
−

=
+

−
=∴R

        
32

32

)
2

3
2

2

2
(

2

3

2

2
24

2
00

0

+
=

+
=

εε

ε
T

3 有一可见平面光波由水入射到空气 入射角为 60 证明这时将会发生全反射 并求

   折射波沿表面传播的相速度和透入空气的深度 设该波在空气中的波长为

5
0 1028.6 −×=λ cm 水的折射率为 n 1.33

解 由折射定律得 临界角 75.48)
33.1

1
arcsin( ==cθ 所以当平面光波以 60 入射时

将会发生全反射

  折射波  θsinkk =′′

  相速度 c
kk

v p 2

3

sin

==
′′
′′

=
θ

ωω

  投入空气的深度  
5

22

5

2
21

2

1 107.1

)
33.1

1
(60sin2

1028.6

sin2

−
−

×≈
−

×
=

−
=

πθπ

λ
κ

n
cm

4 频率为ω的电磁波在各向同性介质中传播时 若 HBDE
vvvv

,,, 仍按
)( txkie ω−⋅v

v

变化 但D
v

   不再与E
v
平行 即 ED

vv
ε= 不成立

1  证明 0,0 ≠⋅=⋅=⋅=⋅=⋅ EkEBDBDkBk
vvvvvvvvvv

但一般
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2  证明 ])([
1 2

2
kEkEkD
vvvvv

⋅−=
µω

3  证明能流 S
v
与波矢 k

v
一般不在同方向上

证明 1 由麦氏方程组

                  




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
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v
v

v
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0)(
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vvvvvv vvvv ωω
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vr

同理 0=⋅Dk
vv

DiHkiHeH txki
vvvvv vv

ωω −=×=×∇=×∇ −⋅
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)( ][
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vvv
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vvvvv

µω
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vvvvv vv

ωω =×=×∇=×∇ −⋅
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)( ][

0)(
1

=⋅×=⋅∴ EEkEB
vvvvv

ω
 EkiE

vvv
⋅=⋅∇

ED
vv

Q ε≠      E
v

⋅∇∴ 一般 0≠ 即 Ek
vv

⋅ 一般 0≠
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2 由
t

B
E

∂
∂

−=×∇
v

v
 得  )(

1
EkB
vvv

×=
ω

另由
t

D
H

∂
∂

=×∇
v

v
 得  )(

1
BkD
vvv

×−=
µω

])([
1

])[(
1

)]([
1 2

222
kEkEkkEkEkkD
vvvvvvvvvvv

⋅−=××=××−=∴
µωµωµω

3 由 )(
1

EkB
vvv

×=
ω

 得 )(
1

EkH
vvv

×=
µω

])([
1

)(
1 2 EEkkEEkEHES

vvvvvvvrvv
⋅−=××=×=∴

µωµω

Ek
vv

Q ⋅ 一般 0≠  S
v

∴ 一般 kE
v

21

µω
≠ 即 S

v
一般不与 k

v
同向

5 有两个频率和振幅都相等的单色平面波沿 z 轴传播 一个波沿 x 方向偏振 另一个沿 y

方向偏振 但相位比前者超前
2

π
求合成波的偏振

   反之 一个圆偏振可以分解为怎样的两个线偏振

解 偏振方向在 x 轴上的波可记为

             )cos()cos( 000 xtAkztAx ϕωω +=−=

在 y 轴上的波可记为

       )cos()
2

cos( 000 ytAkztAy ϕωπω +=+−=

       
200

πϕϕϕ =−=∆ xy

   合成得轨迹方程为

          )](cos)([cos 0
2

0
22

0
22

yx ttAyx ϕωϕω +++=+

                  )](sin)([cos 0
2

0
22

0 xx ttA ϕωϕω +++=

                  2
0A=

          即 2
0

22 Ayx =+

所以合成的振动是一个圆频率为ω的沿 z 轴方向传播的右旋圆偏振 反之 一个圆偏
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振可以分解为两个偏振方向垂直 同振幅 同频率 相位差为 2
π 的线偏振的合成

6 平面电磁波垂直直射到金属表面上 试证明透入金属内部的电磁波能量全部变为焦耳热

证明 设在 z>0 的空间中是金属导体 电磁波由 z<0 的空间中垂直于导体表面入射

  已知导体中电磁波的电场部分表达式是

         )(
0

tzizeeEE ωβα −−=
vv

  于是 由 z 0 的表面 单位面积进入导体的能量为

         HES
vvv

×= 其中 EniEkH
vvvvv

×+=×= )(
11 αβ
ωµωµ

  其平均值为
2
0

*

2
)Re(

2

1
EHES

ωµ
β

=×=
vvv

  在导体内部
)(

0
tzizeeEEJ ωβασσ −−==

vvv

  所以金属导体单位面积那消耗的焦耳热的平均值为

           zeEEJdQ ασ 22
0

*

2

1
)Re(

2

1 −=×=
vv

  作积分
2
00

22
0 42

1
EdzeEQ z

α
σσ α == ∫

∞ −
即得单位面积对应的导体中消耗的平均焦

耳热

  又
2

ωµσαβ =Q

  2
0

2
0 24

EEQ
ωµ
β

α
σ

==∴        原题得证.

7 已知海水的
11,1 −⋅== mSr σµ 试计算频率ν 为

96 1010,50 和 Hz 的三种电磁波在海

水中的透入深度

解 取电磁波以垂直于海水表面的方式入射

   透射深度   
ωµσα

δ 21
==

   1=rµQ

   7
00 104 −×===∴ πµµµµ r

   mHz 72
1104502

22
:501

71 =
××××

===>∴ −ππωµσ
δν 时
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     mHz 5.0
1104102

22
102

762
6 ≈

××××
=> 时

ππωµσ
δν

     mmHz 16
1104102

22
:103

793
9 ≈

××××
===> −ππωµσ

δν 时

8 平面电磁波由真空倾斜入射到导电介质表面上 入射角为 1θ 求导电介质中电磁波的

相速度和衰减长度 若导电介质为金属 结果如何

  提示 导电介质中的波矢量 ααβ vvvv
,ik += 只有 z 分量 为什么

解 根据题意 如图所示 入射平面是 xz 平面

   导体中的电磁波表示为
)(

0
txixeeEE ωβα −⋅⋅−=

vvvvvv

                         αβ vvv
ik +=''

   与介质中的有关公式比较可得

               






=⋅

=−

ωµσβα

µεωαβ

2

1

222

vv

   根据边界条件得 0'' =∴=+= xxxx ik ααβ 实数

                 又 11
'' sinsin θωθ

c
kkk xx ===

           1sinθωβ
cx =∴

   而入射面是 xz 平面 故
'',kk

vv
无 y 分量   0,0 ==∴ yy βα

      αv∴ 只有 zα 存在 β
v
有 zx ββ 与 其中 1sinθωβ

cx =

      










=

=−+
∴

ωµσβα

µεωαβθω

2

1

)sin( 2222
1

zz

zzc
有

解得

      2
122222

1
2

2

2

1
2

2

2
22 ])sin[(

2

1
)sin(

2

1 σµωµεωθωθωµεωβ +−+−=
cc

z

      2
12222

1
2

2

2
2

1
2

2

2
22 ])sin[(

2

1
)sin(

2

1 σµωθωµεωθωµεωα +−+−−=
cc

z

x

z

介质

真空

3θ

1θ 2θ

''k
v

'k
v

k
v
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 其相速度为
β
ω

=v    衰减深度为 α
1

如果是良导体 则










=

=−+

ωµσβα

αβθω

2

1

0sin 22
1

2

2

2

zz

zzc

     2
1

]sin[
2

1
2sin

2
222

1
4

4

4

12

2
2 σµωθωθωβ ++−=∴

cc
z

       2
1

]sin[
2

1
sin

2
222

1
4

2

4

1
2

2

2
2 σµωθωθωα ++=

cc
z

9 无限长的矩形波导管 在在 z 0 处被一块垂直地插入地理想导体平板完全封闭 求在

−∞=z 到 z 0 这段管内可能存在的波模

解 在此中结构得波导管中 电磁波的传播依旧满足亥姆霍兹方程

              










=⋅∇

=

=+∇

0

0

00

22

E

k

EkE

v

rr

εµω

方程的通解为

   

)cossin()cossin()cossin(),,( 332211 zkDzkCykDykCxkDxkCzyxE zzyyxx +⋅+⋅+=

根据边界条件有

            ),0(,0 axEE zy ===         ),0(,0 byEE zx ===

           ),0(,0 ax
x

Ex ==
∂
∂

 ),0(,0 by
y

Ey ==
∂

∂
)0(,0 ==

∂
∂

z
z

Ez

   故








=

=

=

zkykxkAE

zkykxkAE

zkykxkAE

zyxz

zyxy

zyxx

cossinsin

sincossin

sinsincos

3

2

1

       其中  L2,1,0, == m
a

m
kx

π

              L2,1,0, == n
b

n
k y

π

              
2

2

00
22222

c
kkkk zyx

ωµεω ===++ 且 0321 =++ zkAb

n
A

a

m
A

ππ
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综上 即得此种波导管种所有可能电磁波的解

10 电 磁 波
)( 2),(),,,( tzkieyxEtzyxE ω−=

vv
在 波 导 管 中 沿 z 方 向 传 播 试 使 用

EiHHiE
vvvv

00 ωεωµ −=×∇=×∇ 及 证明电磁场所有分量都可用 ),(),( yxHyxE zx 和 这两

个分量表示

   证明 沿 z 轴传播的电磁波其电场和磁场可写作

 )(),(),,,( tzki zeyxEtzyxE ω−=
vv

 )(),(),,,( tzki zeyxHtzyxH ω−=
vv

由麦氏方程组得  

Ei
t

E
H

Hi
t

B
E

v
v

v

v
v

v

00

0

ωεε

ωµ

−=
∂
∂

=×∇

=
∂
∂

−=×∇

写成分量式 xyz
zyz HiEik
y

E

z

E

y

E
0ωµ=−

∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂

              1

y
z

xz
zx Hi

x

E
Eik

x

E

z

E
0ωµ=

∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

              2

z
xy Hi
y

E

x

E
0ωµ=

∂
∂

−
∂

∂

xyz
zyz EiHik
y

H

z

H

y

H
0ωε−=−

∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂

               3

y
z

xz
zx Ei

x

H
Hik

x

H

z

H
0ωε−=

∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

                 4

z
xy Ei
y

H

x

H
0ωε−=

∂
∂

−
∂

∂

由 2 3 消去 Hy得 )(

)(

1
0

2

2

2 x

E
k

y

H

k
c

i

E z
z

z

z

x ∂
∂

−
∂
∂

−
−

= ωµ
ω
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由 1 4 消去 Hx得 )(

)(

1
0

2

2

2 y

E
k

x

H

k
c

i

E z
z

z

z

y ∂
∂

−
∂
∂

−
= ωµ

ω

由 1 4 消去 Ey得 )(

)(

1
0

2

2

2 y

E

x

H
k

k
c

i

H zz
z

z

x ∂
∂

+
∂
∂

−
−

= ωε
ω

由 2 3 消去 Ex得 )(

)(

1
0

2

2

2 x

E

y

H
k

k
c

i

H zz
z

z

y ∂
∂

−
∂
∂

−
−

= ωε
ω

11 写出矩形波导管内磁场H
v
满足的方程及边界条件

  解 对于定态波 磁场为
tiexHtxH ω−= )(),(

vvvv

由麦氏方程组








=⋅∇

−=
∂
∂

=×∇

0H

Ei
t

D
H
v

v
v

v
ωε

得 EiHHHH
vvvvv

×∇−=−∇=∇−⋅∇∇=×∇×∇ ωε22)()(

又 Hi
t

B
E

v
v

v
ωµ=

∂
∂

−=×∇

 HHEi
vvv

22 −∇==×∇−∴ µεωωε





=⋅∇

==+∇
∴

0

,0)( 2222

H

kHk
v

v
εµω

 即为矩形波导管内磁场H
v
满足的方程

由 0=⋅ Bn
vv

得 0=⋅Hn
vv

0=nH

利用 HiE
vv

ωµ=×∇ 和电场的边界条件可得  0=
∂
∂
n

Ht
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∴ 边界条件为 






∂
∂

=

n

H

H

t

n 0

12 论证矩形波导管内不存在 TMm0或 TM0n波

证明 已求得波导管中的电场E
v
满足

              










=

=

=

zik
yxz

zik
yxy

zik
yxx

z

z

z

yekxkAE

yekxkAE

yekxkAE

sinsin

cossin

sincos

3

2

1

      由 E
i

H
vv

×∇−=
ωµ

可求得波导管中的磁场为

              















−−=

−−=

−−=

zik
yxyxz

zik
yxxzy

zik
yxzyx

z

z

z

yekxkkAkA
i

H

yekxkkAkiA
i

H

yekxkkiAkA
i

H

coscos)(

sincos)(

cossin)(

12

31

23

ωµ

ωµ

ωµ

      本题讨论 TM 波 故 Hz 0 即 012 =− yx kAkA

      故 1 若 0,0,0 2 ==== xy kA
b

n
kn

π
则

                又 0,0 2那么A
a

m
kx ≠=

π

               0==∴ yx HH

          2 若 0,0,0 1 ==== yx kA
a

m
km

π
则

                 又 0,0 1 =≠= A
b

n
k y 那么

π

               0==∴ yx HH

       ∴波导中不可能存在 TMm0和 TM0n两种模式的波

       

13 频率为
91030× Hz 的微波 在 cmcm 4.07.0 × 的矩形波导管中能以什么波模传播 在

cmcm 6.07.0 × 的矩形波导管中能以什么波模传播

解 1 Hz91030×=ν 波导为 cmcm 4.07.0 ×
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      由 22 )()(
22 b

n

a

mc

m
+==

ων

      当 mbma 22 104.0.,107.0 −− ×=×= 时

            

Hznm

Hznm

Hznm

10

10

10

107.3,1,0

101.20,1

103.4,1,1

×===

×===

×===

ν

ν

ν

时

时

时

       ∴此波可以以 TM10波在其中传播

     2 Hz91030×=ν 波导为 cmcm 6.07.0 ×

            

Hznm

Hznm

Hznm

10

10

10

103.3,1,0

105.20,1

101.2,1,1

×===

×===

×===

ν

ν

ν

时

时

时

       ∴此波可以以 TE10和 TE01两种波模传播

        

14 一对无限大的平行理想导体板 相距为 b 电磁波沿平行与板面的 z 方向传播 设波

在 x 方向是均匀的 求可能传播的波模和每种波模的截止频率

解 在导体板之间传播的电磁波满足亥姆霍兹方程

            










=⋅∇

=

=+∇

0

0

00

22

E

k

EkE

v

rr

εµω

令 U x y z 是E
v
的任意一个直角分量 由于E

v
在 x 方向上是均匀的

          )()(),(),,( zZyYzyUzyxU ==∴

 又在 y 方向由于有金属板作为边界 是取驻波解 在 z 方向是无界空间 取行波解

∴解得通解
zik

yy
zeykDykCzyxU )cossin(),,( 11 +=

由边界条件 0,0 =
∂
∂

=×
n

E
En 和
vv

定解

            

)(
3

)(
2

)(
1

)sin(

)cos(

)sin(

tzki
z

tzki
y

tzki
x

z

z

z

ey
b

n
AE

ey
b

n
AE

ey
b

n
AE

ω

ω

ω

π

π

π

−

−

−

=

=

=

且 L2,1,0,)( 22

2

2
2 =+== nk

b

n

c
k z

πω

又由 0=⋅∇ E
v

得 A1独立 与 A2,A3无关 zz AikA
b

n
=2

π
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令 kz 0 得截止频率
b

cn
c

πω =

15 证明整个谐振腔内的电场能量和磁场能量对时间的平均值总相等

证明 在谐振腔中 电场E
v
的分布为

          










=

=

=

zik
yxz

zik
yxy

zik
yxx

z

z

z

yekxkAE

yekxkAE

yekxkAE

sinsin

cossin

sincos

3

2

1

 由 E
i

H
vv

×∇−=
ωµ

可求得波导管中的磁场为

          















−−=

−−=

−−=

zik
yxyxz

zik
yxxzy

zik
yxzyx

z

z

z

yekxkkAkA
i

H

yekxkkAkiA
i

H

yekxkkiAkA
i

H

coscos)(

sincos)(

cossin)(

12

31

23

ωµ

ωµ

ωµ

由 )(
2

1
BHDE
rvvv

⋅+⋅=ω 有 谐振腔中

1  电场能流密度

          DEE

vr
⋅=

2

1ω

       )Re(
4

1
)]Re(

2

1
[

2

1 ** DEDEE

vvvr
⋅=⋅=∴ω

             

]cossinsinsincossinsinsincos[
4

2222
3

2222
2

2222
1 zkykxkAzkykxkAzkykxkA zyxzyxzyx ++=

ε

2)磁场能流密度

     BHB

vv
⋅=

2

1ω

     )Re(
4

1 * BHB

vv
⋅=ω

         +−= zkykkxkkAkA zyxzzy
2222

32
coscossin)[(

4

1

µω

             +−+ zkykxkkAkA zyxxz
2222

31 cossincos)(

             ]sincoscos)( 2222
12 zkykxkkAkA zyxyx −+
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有 µεω 22222 ==++ kkkk zyx 且 0321 =++ zYx kAkAkA

其中 L2,1,0,,,,, ==== pnm
c

p
k

b

n
k

a

m
k zyx

πππ

      a b c 是谐振腔的线度 不妨令 x:0 a,y:0 b,z:0 c

于是谐振腔中电场能量对时间的平均值为

∫ ∫ ∫∫ ++==
a b c

zyxzyxEE zkykxkAzkykxkAdVW
0 0 0

2222
2

2222
1 sincossinsinsincos(

4

εω

                dxdydzzkykxkA zyx )cossinsin 2222
3+

)(
32

2
3

2
2

2
1 AAA

abc
++=

ε

谐振腔中磁场能量的时间平均值为

])()()[(
84

1 2
12

2
31

2
232 yxxzzyBB kAkAkAkAkAkA

abc
dVW −−+−⋅== ∫ µω

ω

     0321 =++ zyx kAkAkAQ

     

0222)( 323121
22

3
22

2
22

1
2

321 =+++++=++∴ zyxzyxzyxzyx kkAAkkAAkkAAkAkAkAkAkAkA

    )])([(
32

2222
3

2
2

2
12 zyxB kkkAAA

abc
W ++++=∴

µω

         )(
32

)(
32

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
12

2

AAA
abc

AAA
abck

++=++=
ε

µω

    BE WW =∴
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1. 若把麦克斯韦方程组的所有矢量都分解为无旋的(纵场)和无散的(横场)两部分 写出 E
v
和

B
v
的这两部分在真空所满足的方程式 并证明电场的无旋部分对应于库仑场

解 在真空中的麦克斯韦方程组是

          
t

E
JB

t

B
E

∂
∂

+=×∇
∂
∂

−=×∇
v

vv
v

v
000 µεµ

          0,
0

=⋅∇=⋅∇ BE
vv

ε
ρ

如果把此方程组中所有的矢量都分解为 无旋的纵场 用角标 L 表示

                                    无散的横场 用角标 T 表示

那么   TL EEE
vvv

+= 且 00 =⋅∇=×∇ TL EE
vv

        TL JJJ
vvv

+=

        TL BBB
vvv

+= 由于 0=×∇ B
v

即 B
v
无源场 不存在纵场分量 亦是说

TL BBB
vvv

=则,

代入上面麦氏方程组

1>
t

B
E

∂
∂

−=×∇
v

v

t

B
EEEEE T
TTLTL ∂

∂
−=×∇=×∇+×∇=+×∇

v
vvvvv

)(

2>
0ε

ρ=⋅∇ E
v

           
0

)( ε
ρ=⋅∇=⋅∇+⋅∇=+⋅∇ LTLTL EEEEE

vvvvv

3>
t

E
JB

∂
∂

+=×∇
v

vv
000 µεµ  )()( 000 TLTLT EE

t
JJB

vvvvv
+

∂
∂

++=×∇ µεµ

                                     

t

E
J

t

E
J L

L
T

T ∂
∂

++
∂
∂

+=
v

v
v

v
000000 ()( µεµµεµ

             若两边同时取散度  0)( =×∇⋅∇ TB
v

                                0)( 000 =
∂
∂

+⋅∇
t

E
J T
T

v
v

µεµ
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           时 上式方成立当且仅当 0000 t

E
J L
L ∂

∂
+∴

v
v

µεµ

综上 得麦氏方程的新表示方法

   
t

B
E T
T ∂

∂
−=×∇

v
v

   
0ε

ρ=⋅∇ LE
v

t

E
JB T
TT ∂

∂
+=×∇ =

v
vv

000 µεµ   0000 t

E
J L
L ∂

∂
+

v
v

µεµ   0=LB
v

证明电场的无旋部分对应库仑场

        电场的无旋部分表达式为
0ε

ρ=⋅∇ LE
v

              引入 ϕ−∇=LE
v

  于是有
0

2

ε
ρϕ −=∇  此泊松方程的解 即是静止

电荷在真空中产生的电势分布 那么 LE
v

即对应静止电荷产生的库仑场

2.  证明在线性各向同性均匀非导电介质中 若 ,0,0 == J
r

ρ 则 E 和 B 可完全由矢势 A 决

定 若取 ,0=ϕ 这时 A 满足哪两个方程

解 在线性各向同性均匀非导电介质中 如果令 0,0 == ρJ
v

麦氏方程表示为

       ;
t

B
E

∂
∂

−=×∇
v

v
   

t

D
H

∂
∂

=×∇
v

v
 0=⋅∇ D

v
 0=⋅∇ B

v

          其中 ED
vv

ε=
µ
B

H

v
v
=

由 0=⋅∇ B
v

  引入矢势 A
v

使 AB
vv

×∇=

    则  0)( =×∇⋅∇=⋅∇ AB
vv

 故 B
v
由矢势 A

v
完全决定

把 AB
vv

×∇=  代入 ;
t

B
E

∂
∂

−=×∇
v

v
 有

   0)( =
∂
∂

+×∇
t

A
E

v
v

 令 ϕ−∇=
∂
∂

+
t

A
E

v
v

   则 0)()( =−∇×∇=
∂
∂

+×∇ ϕ
t

A
E

v
v

则  
t

A
E

∂
∂

−−∂=
v

v
ϕ     故E

v
有标势 A

v
完全决定
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如果取 0=ϕ 有 AB
vv

×∇=      代入方程   
t

D
H

∂
∂

=×∇
v

v

                  
t

A
E

∂
∂

−=
v

v
                0=⋅∇ D

v

有  1>
t

D
H

∂
∂

=×∇
v

v
  

t

E
B

∂
∂

=×∇
v

v
εµ

      ⇒  )()(
t

A

t
A

∂
∂

∂
∂

−=×∇×∇
v

v
εµ

      ⇒  0)(
2

2

=
∂
∂

+×∇×∇
t

A
A

v
v

εµ

2> 0=⋅∇ D
v

  0)( =⋅∇
∂
∂

A
t

v

      由于取 0=ϕ 库仑规范 0=⋅∇ A
v

与洛伦兹规范 0
1

2
=

∂
∂

+⋅∇
tc

A
ϕv

相同

∴由 1>2>得 A
v
满足的方程有

            0=⋅∇ A
v

            0
2

2 =
∂
∂

−∇
t

A
A

v
v

εµ

3.  证明沿 z 轴方向传播的平面电磁波可用矢势 )(ωτA
v

表示 其中 c
zt −=τ A 垂直于 z

轴方向

  证 对于沿 z 轴传播的任意一平面电磁波 BE
vv

, 可写作

           
)(

0

)(
0

tkzi
y

tkzi
x

eeBB

eeEE
ω

ω

−

−

=

=
vv

vv

满足 1 BE
vv

, 均垂直于传播方向 ze
v

      2 BE
vv

, 相互垂直 BE
vv

× 沿 k
v
方向

      3 BE
vv

, 同相 振幅比为υ 真空中为 c

故 不妨取 ,)(
0

)(

0
tkzi

x
c

z
ti

x eeAeeAA ωω −−−
== vvv

     
c

k
ω

=
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   )(
0

tkzi
yy

x eeikAe
z

A
AB ω−=

∂
∂

=×∇=∴ vvvv
         1

     )(
0

tkzi
xeeAit

A
E ωω −=

∂
∂

−= vv
                  2

可见 如果令 0000 , EABkA == ω 表达式 1 2 可表示的波正是符合条件的平面波

所以命题得证

4.  设真空中矢势 ),( txA
vv

可用复数傅立叶展开为 ∑ ⋅−⋅ +=
k

xki
k

xki
k etaetatxA ])()([),( *

vvvvvv
,其中

*
ka
v

是 ka
v

的复共轭

1  证明 ka
v

满足谐振子方程 0)(
)( 22

2

2

=+ tack
dt

tad
k

k v
v

2  当选取规范 0,0 ==⋅∇ ϕA
v

时 证明 0=⋅ kak
vv

3  把 BE
vv

和 用 ka
v

和
*
ka
v

表示出来

解 1 证明 ∑ ⋅−⋅ +=
k

xki
k

xki
k etaetatxA ])()([),( *

vvvv vvvv
Q

              ∴ 根据傅立叶级数得正交性 必有

∫ ⋅= xdetxAta xki
k

vvvv vv

),()(

                 ∫ ⋅

∂
∂

=∴ xde
t

txA

dt

tad xkik v
vv

vv

2

2

2

2 ),()(
           1

                而洛仑兹变换时 矢势 A
v
满足方程 J

t

A

c
A

v
v

v
02

2

2

2 1 µ−=
∂
∂

−∇

         在真空中 0=J
v

故
2

2

2

2 1

t

A

c
A

∂
∂

=∇
v

v

      ∴ 1 式化为 ∫ ∇= ⋅ xdAce
dt

tad xkik vvv
vv

)(
)( 22

2

2

         而 ∫ ⋅= xdetxAcktack xki
k

vvvv vv

),()( 2222

         于是 ∫ ⋅+∇=+ xdetxAcktxActack
dt

tad xki
k

k vvvvvv
v

vv

)],(),([)(
)( 222222

2

2

       2

         ∑ ⋅−⋅ +=
k

xki
k

xki
k etaetatxA ])()([),( *

vvvv vvvv
Q
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         ),(),( 22 txAktxA
vvvv

−=∇∴

      ∴ 2 式右边的积分式中 被积函数为 0 积分为 0

∴ 0)(
)( 22

2

2

=+ tack
dt

tad
k

k v
v

亦即 ka
v

满足谐振子方程

2 选取规范 0,0 ==⋅∇ ϕA
v

于是有

∑∑ ⋅−⋅⋅−⋅ ⋅∇+⋅∇=+⋅∇=⋅∇
k

xki
k

xki
k

k

xki
k

xki
k etaetaetaetaA ])()([])()([ *

vvvvvvvv vvvvv

     0])()([ * =⋅⋅−⋅⋅= ∑ ⋅−⋅

k

xki
k

xki
k ietakietak

vvvv vvvv

)(),( * tata kk

vv
Q 是线性无关的正交组

∴要使上式成立 仅当 0* =⋅=⋅ kk akak
vvvv

时

∴故 证得当取 0,0 ==⋅∇ ϕA
v

时 0=⋅ kak
vv

3 已知 ∑ ⋅−⋅ +=
k

xki
k

xki
k etaetatxA ])()([),( *

vvvv vvvv

   ∑ ⋅−⋅ −=×∇=∴
k

xki
k

xki
k etaiketakiAB ])()([ *

vvvv vvvvv

     ∑ ⋅−⋅ +−=
∂
∂

−−∇=
k

xkikxkik e
dt

tad
e

dt

tad

t

A
E ]

)()(
[

*
vvvv

vvv
v

ϕ   取规范 )0,0 ==⋅∇ ϕA
v

5.  设 A
v
和ϕ是满足洛伦兹规范的矢势和标势

1  引入一矢量函数 ),( txZ
vv

赫兹矢量 若令 Z
v

⋅∇=ϕ 证明
t

Z

c
A

∂
∂

=
v

v
2

1

2  若令 P
v

⋅−∇=ρ 证明 Z
v
满足方程 Pc

t

Z

c
Z

v
v

v
0

2

2

2

2

2 1 µ−=
∂
∂

−∇ 写出在真空中的推

迟解

3  证明 BE
vv

和 可通过Z
v
用下列公式表出 PcZE

vvv
0

2)( µ−×∇×∇= , Z
tc

B
vv

×∇
∂
∂

=
2

1

解 1 证明 A
v
与ϕ满足洛仑兹规范 故有 0

1
2

=
∂
∂

+⋅∇
tc

A
ϕv

               Ζ⋅−∇=
v

Qϕ 代入洛仑兹规范 有

0)(
1

2
=Ζ⋅−∇

∂
∂

⋅+⋅∇
vv

tc
A 即 )

1
(

2 tc
A

∂
Ζ∂

⋅∇=⋅∇
v

v
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tc

A
∂
Ζ∂

=∴
v

v
2

1

2 证明 Q标势ϕ在满足洛仑兹规范得条件下有方程
0

2

2

2

2 1

ε
ρϕϕ −=

∂
∂

−∇
tc

          而 Ζ⋅−∇=
v

ϕ 故 )()( 222 Ζ∇⋅−∇=Ζ⋅−∇∇=∇
vv

ϕ

)()(
2

2

2

2

2

2

ttt ∂
Ζ∂

⋅−∇=Ζ⋅−∇
∂
∂

=
∂
∂

v
vϕ

         代入原方程

0
2

2

2

2 )](
1

)([
ε
ρ

−=
∂
Ζ∂

⋅∇−Ζ∇⋅∇−
tc

v
v

          令 P
v

⋅−∇=ρ 则上式化为

P
tc

v
v

v
⋅∇−=

∂
Ζ∂

⋅∇−Ζ∇⋅∇
0

2

2

2

2 1
)(

1
)(

ε

即 Pc
tc

v
v

v
0

2

2

2

2

2 1 µ−=
∂
Ζ∂

−Ζ∇          2

          由于矢势 A
v

J
t

A

c
A

v
v

v
02

2

2

2 1 µ−=
∂
∂

−∇ 在真空中的推迟势为

∫ ′
−′

= Vd
r
c

r
txJ

txA
),(

4
),( 0

vv

vv

π
µ

           故 可类比得出 方程 2 在真空中的推迟势解为

∫ ′
−′

=Ζ Vd
r
c

r
txPc

tx
),(

4
),( 0

2
vv

vv

π
µ

3
t

A
E

∂
∂

−−∇=
v

v
Q ϕ 代入

tc
A

∂
Ζ∂

=Ζ⋅−∇=
v

vv
2

1
,ϕ 有

Pc
tctc

E
vv

v
v

v
vv

0
2

2

2

2

2

2

2

2
)(

1
)(

1
)( µ−Ζ×∇×∇=

∂
Ζ∂

−Ζ∇+Ζ×∇×∇=
∂
Ζ∂

−Ζ⋅∇∇=

同理 Ζ×∇
∂
∂

=×∇=
vvv

tc
AB

2

1
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Ζ×∇
∂
∂

=

−Ζ×∇×∇=∴
vv

vvv

tc
B

PcE

2

0
2

1

)( µ

6.  两个质量 电荷都相同的粒子相向而行发生碰撞 证明电偶极辐射和磁偶极辐射都不会

发生

证明 电偶极矩与磁偶极矩产生的辐射场分别是

1> 由电偶极矩产生的辐射场  

pnik
R

e
B

nnp
Rc

e
E

ikR

ikR

&&vvv

vv&&v
v

×=

××=

π
µ

πε

4

)(
4

0

2
0

2> 由磁偶极矩产生的辐射场  

nnm
Rc

e
B

nm
cR

e
E

ikR

ikR

vv&&v
v

v&&v
v

××=

×−=

)(
4

)(
4

2
0

0

π
µ

π
µ

   现有两个质量 电荷都相同的粒子相向而行 发生磁撞 在此过程中 取两个电荷的连

线为 x 轴 于是 此系统的电偶极矩是

               )( 2121 xxqxqxqp
vvvvv +=+=

   由此可发现  )()]([ 21212

2

xxqxxq
dt

d
p &&v&&vvv&&v +=+=

   由于两个粒子质量相同 电量也相同 故当其运动时 21 xx &&v&&v −= 牛顿第二定律

                 即 0=p&&v

   于是 系统的电偶极矩辐射场为 0

   又由于 此系统的磁偶极矩 0=mv  于是 系统的磁偶极矩辐射场为 0

综上 两个质量 电荷都相同的粒子同向而行发生磁撞 不会发生电偶极辐射和磁偶极辐

射

7.  设有一个球对称的电荷分布 以频率ω沿径向做简谐振动 求辐射场 并对结果给以物

理解释

解

设球面上均匀分布了总电量为 Q 的电荷

此假设满足题目中的球对称分布 于是 球面

电荷密度与球面半径的关系是

      
24 R

Q

π
σ =

取如图相对的两块小面元 21 ,dSdS 由于两块小面元对应相同的立体角 故有相同的面积

dS1

dS2

y

z

x
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21 dSdS =

于是   22221211
44

QdSdS
R

Q
dS

R

Q
dSQ ∆=====∆ σ

ππ
σ

考虑到两电荷元 21 , QQ ∆∆ 由于是球对称 又以相同的频率ω作沿径向的简谐振动

  ∴ 0)(11 =−⋅⋅∆+⋅⋅∆= rr eRQeRQp
vvv

     0=∆⋅= SIm
vv

故 此两电荷元的振动不能产生辐射场

根据场的叠加原理 整个球对称分布的电荷体系沿径向的简谐振荡是不能产生辐射场

的振动 辐射场为 0

8.  一飞轮半径为 R 并有电荷均匀分布在其边缘上 总电量为 Q 设此飞轮以恒定角速度

ω旋转 求辐射场

解

     设飞轮边缘的厚度为 d,于是 边缘上的电荷面密度
Rd

Q

π
σ

2
=

     体系的电偶极矩为   ∫ ∫ ⋅=⋅⋅⋅= dlx
R

Q
xdld

Rd

Q
p

vvv

ππ 22

            0]cossin[
2

2

0

2

0

=⋅⋅+⋅⋅= ∫∫
ππ

θθθθ
π yx eded
Q vv

     体系的此偶极矩 zz e
RQ

eR
Q

SIm
vvvv

22

2
2 ωπ

π
ω

=⋅⋅=∆⋅=

     由此得 0=p&&v  0=m&&v

     故 辐射场为 0

9.  利用电荷守恒定律 验证 A
v
和ϕ的推迟势满足洛伦兹条件

  证明 如右图所示 O 是坐标原点 Q 是源点 P 是场点

于是 A
v
与ϕ的推迟势可写作

       ∫
′

′
′−
′′

=
V

Vd
rr

trJ
trA vr

vv
vv ),(

4
),( 0

π
µ

        ∫ ′−
′′

=
V

Vd
rr

tr
tr

v

v
vv

v
v ),(

4

1
),(

0

ρ
πε

ϕ 其中
c

rr
tt

vv ′−
−=′

因为在空间中有一个固定点 有 ,
tt ′∂
∂

=
∂
∂

故

o

Q

r
v

rr
vv ′−

r ′v
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         ∫
′

′′′
′∂

∂
′−

=
V

Vdtr
trrdt

d
),(

1

4

1

0

v
vr ρ

πε
ϕ

而 ∫
′

′
′−
′′

⋅∇=⋅∇
V

Vd
rr

trJ
A ]

),(
[

4
0

vv

vvv

π
µ

        ∫∫
′′

′⋅∇
′−

+′
′−

∇⋅=
VV

VdJ
rr

Vd
rr

J
v

vvvv
v 1

4
)

1
(

4
00

π
µ

π
µ

           *

当算符∇作用于 rr
vv ′− 的 n 次幂时 可写作

         
nn

rrrr
vvvv ′−∇′−=′−∇

其中∇′只作用于 r
v′ 因为 ),( trJ ′′v

v
中的变量

c

rr
tt

vv ′−
−=′ 其中含有 r

v
故

          )(
1

)(
1

)( rr
t

J

c
rr

t

J

c
t

t

J
J

vv
v

vv
vv

v
′−∇′⋅

′∂
∂

=′−∇⋅
′∂

∂
−=′∇⋅

′∂
∂

=⋅∇

另一方面 有 )(
1

)( rr
t

J

c
JJ constt

vv
v

vv
′−∇′⋅

′∂
∂

−⋅∇′=⋅∇′ =′

          对此上两式 有 JJJ constt

vvv
⋅∇−⋅∇′=⋅∇′ =′)(

                      即 JJJ constt

vvv
⋅∇′−⋅∇′=⋅∇ =′)(

代入*式 有

   ∫∫
′

=′
′

′⋅∇′−⋅∇′
′−

+′
′−

∇⋅=⋅∇
V

constt

V

VdJJ
rr

Vd
rr

JA ))(
1

4
)

1
(

4
00

vv
vvvv

vw

π
µ

π
µ

          

∫

∫∫

′
=′

′′

′⋅∇′
′−

+

+′⋅∇′
′−

−′
′−

∇⋅=

V

constt

VV

VdJ
rr

VdJ
rr

Vd
rr

J

))(
1

4

1

4
)

1
(

4

0

00

v
vv

v
vvvv

v

π
µ

π
µ

π
µ

         VdJ
rr

Vd
rr

trJ
constt

VV

′⋅∇′
′−

+′
′−

′
⋅∇′−= =′

′′
∫∫ )(

1

4
]

),(
[

4
00

v
vvvv

vv

π
µ

π
µ

因为 ∫∫ ′
′

′
′−
′′

=′
′−
′′

⋅∇′
S

V

Sd
rr

trJ
Vd

rr

trJ v
vv

vv

vv

vv
),(

]
),(

[

只要把V ′取得足够大 就可以使 ),( trJ ′′v
v

在V ′的边界面上处处为零 结果上式便为零
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于是  VdJ
rr

A constt

V

′⋅∇′
′−

=⋅∇ =′
′
∫ )(

1

4
0

v
vv

v

π
µ

   Vd
t

J
rrtc

A
t

A constt

V

′
∂
∂

+⋅∇′
′−

=
∂
∂

+⋅∇=
∂
∂

+⋅∇∴ =′
′
∫ ])([

1

4

1 0
200

ρ
π
µϕϕµε

v
vv

vv

由电荷守恒定律有

     0)( =
′∂

∂
+⋅∇′ =′ t

J constt

ρv
 式中 t ′是 rv′点的局域时间 由以上两式有

          0
1

2
=

∂
∂

+⋅∇
tc

A
ϕv

由此可见 只要电荷守恒定律成立 则推迟势 A
v
和ϕ就满足洛仑兹规范

10. 半径为 R0 的均匀永磁体 磁化强度为 0M
v

求以恒定角速度ω绕通过球心而垂直于

0M
v

的轴旋转 设 ω0R <<c 求辐射场和能流

解

本题相当于一个位于原点的磁偶子的旋转振荡 此磁偶极子为

      0
2
03

4
MRM
vv

π=

其振荡可分解为 x y 方向上相位差为 2
π 的简谐振荡的合成

      xx etMRM
vv

)cos(
3

4
0

3
0 ωπ=

      yyy etMRetMRM
vvv

)
2

cos(
3

4
)sin(

3

4
0

3
00

3
0

πωπωπ −==

用复数形式表达为  

y
ti

y

x
ti

x

eieMRM

eeMRM

vv

vv

)(
0

3
0

)(
0

3
0

3

4
3

4

ω

ω

π

π

−

−

=

=

    根据磁偶极矩辐射场公式

n
Rc

m
S

nnm
Rc

e
B

nm
cR

e
E

ikR

ikR

v
v

v

vv&&v
v

v&&v
v

θ
π
ωµ

π
µ

π
µ

2

232

24
0

2
0

0

sin
32

)(
4

)(
4

=

××=

×−=

1> 求B
v

在 x 方向作简谐振荡的分量
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  rrx
tiikR

x eeeeMRe
Rc

B
vvvv

××⋅⋅= − )(
3

4

4
2

0
3

2
0 ωωπ

π
µ

     )(

2
0

3
0

2
0 )(

3
tkRi

rrx eeee
Rc

MR ωωµ −⋅××= vvv

在 y 方向的分量

  )(

2
0

3
0

2
0 )(

3
tkRi

rryy eeee
Rc

MR
B ωωµ −⋅××= vvvv

根据

































−

−
=

















φ

θ

φθ
φφθφθ
φφθφθ

e

e

e

e

e

e R

z

y

x

v

v

v

v

v

v

0sincos

cossincossinsin

sincoscoscossin

       得       )(0
3
0

2
0 )cos(

3
φω

φθ θ
ωµ +−+= tkRieeie
cR

MR
B

vvv

       同理可得
)(0

3
0

2
0 )cos(

3
φω

φθ θ
ωµ +−−= tkRieeei
cR

MR
E

vvv

                 re
Rc

MR
S

vv
)cos1(

18
2

23

2
0

6
0

4
0 θ
ωµ

+=

11. 带电粒子 e 作半径为 a 的非相对论性圆周运动 回旋频率为ω 求远处的辐射电磁场

和辐射能流

解 由题意 得右图

本题所研究的系统的磁偶极矩m
v
是一个常量

因此不产生电磁辐射 但此系统的电偶极矩是

一旋转的变化量

         reeap
vv =

同 10 题的解法 把此旋转量分解到 x y

    方向上的两个简谐振荡是

         x
ti

xx eeaeeteap
vvv ωω −== cos

         y

ti

yy eeaeeteap
vvv )

2
(

)2cos(
π

ω
πω

+−
=−=

             y
ti eeaie
vω−−=

根据公式
.

0 )(
4

pne
R

ki
B ikR vvv

×=
π
µ

          npne
R

kci
E ikR rvvv

××= )(
4

.
0

π
µ

x

yO

t
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          n
Rc

p
S

v

v
v

θ
επ

sin
32 23

0
2

2..

=

有       x
ti

xx
ti

x eeaepeeaeip
vvvv ωω ωω −− =−= 2

...

,

          y
ti

yy
ti

y eeaiepeeaieip
vvvr ωω ωω −− −== 2

...

,

分别代入上式 可得

           )(
2

0 )cos(
4

φω
θφ θ

π
ωµ +−−= tkRieeie
cR

ea
B

vvv

           )(
2

0 )cos(
4

φω
φθ θ

π
ωµ +−+= tkRieeie
R

ea
E

vvv

           re
cR

ae
S

vv
)cos1(

32
2

22

224
0 θ
π
ωµ

+=

12. 设有一电矩振幅为 0p
v

频率为ω的电偶极子距理想导体平面为 a/2 处 0p
v

平行于导

体平面 设 λ<<a 求在 λ>>R 处电磁场及辐射能流

解 由题 如图所示 设平面 xoy 式导体平面

   利用镜像法 构造图中的像电偶极子

   由图

x
ti

o

x
ti

eeppp

eepp
vvv

vv

ω

ω

−

−

−=−=

=

00

00

'

   分别计算它们在场点 P 处产生的辐射场B
v

   1 x
ti eepp
vv ωω −−= 0

2
..

0

      )(

3
0

0
2

2

cos..

0

)cos
2

(

3
0

1
44

1 tkRi
rx

ka
i

r

a
Rik

dee
Rc

p
eepe

Rc
B ω

θ
θ

πε
ω

πε
−−−

⋅×⋅⋅−=×⋅= vvvvv

   2 x
ti eepp
vv ωω −= 0

2
..

'
0

      )(

3
0

022

cos..
'
0

)cos
2

(

3
0

2
44

1 tkRi
rx

ka
i

r

a
Rik

dee
Rc

p
eepe

Rc
B ω

θ
θ

πε
ω

πε
−+

⋅×⋅⋅=×⋅⋅= vvvvv

    故 21 BBB
vvv

+=

          ][
4

2

cos

2

cos
)(

3
0

0
2 θθ

ω

πε
ω ka

i
ka
i

tkRi
rx eeeee

Rc

p −− −⋅⋅×⋅= vr

x
y

z
P

R1

R2

R0p
v

'
0p
v



电动力学习题解答参考                                      第五章   电磁波的辐射

- 13 -

          )sincoscos(cos
4

)(

3
0

0
2

θφ
ω φφθθ

πε
ω

eee
Rc

pika tkRi vv −−⋅≈ −

          )coscossin(cos
4

2
)(

3
0

3
0

φθ

ω

φθφθ
π
ωµ

ee
R

e

c

api tkRi vv +⋅−=
−

     )coscossin(cos
4

),( 2
)(

3
0

3
0

φθ

ω

φθφθ
π
ωµ

ee
R

e

c

api
tRB

tkRi vvvv
+⋅−=∴

−

       )coscossin(cos
4

),( 2
)(

0
3

0
θφ

ω

φθφθ
π
ωµ

ee
R

e

c

api
eBctRE

tkRi

r

vvvvvv
−⋅=×=

−

       re
Rc

ap
nB

c
S

vvvv
)coscossin(cos

322
2422

232

22
0

6
02

0

φθφθ
π
ωµ

µ
+==

13. 设有线偏振平面波
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照射到一个绝缘介质球上 0E
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在 z 方向 引起介

质球极化 极化矢量 P
v
是随时间变化的 因而产生辐射 设平面波的波长 k

π2 远大于球

半径 R0 求介质球所产生的辐射场和能流

解 本题相当于电偶极矩
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1  证明牛顿定律在伽利略变换下是协变的 麦克斯韦方程在伽利略变换下不是协变的

证明 根据题意 不妨取如下两个参考系 并取分别固着于两参考系的直角坐标系 且令 t

0 时 两坐标系对应轴重合 计时开始后 Σ′系沿Σ系的 x 轴以速度 v 作直线运动

   根据伽利略变换 有

          











=′
=′
=′

−=′

tt

zz

yy

vtxx

1  牛顿定律在伽利略变换下是协变的

以牛顿第二定律为例
2

2

dt

xd
mF

vv
=

   在Σ系下
2dt

xd
mF

&&vv
=

 ttzzyyvtxx =′=′=′−=′ ,,,Q

 F
td

xd
m

td

zyvtxd
mF

rvv
′=

′
′

′=
′

′′+′
=∴

2

2

2

2 ],,[

可见 在Σ′系中 牛顿定律有相同的形式
2

2

td

xd
mF

′
′

′==′
vv

所以 牛顿定律在伽利略变换下是协变的

2  麦克斯韦方程在伽利略变换下不是协变的

以真空中的麦氏方程
t

B
E

∂
∂

−=×∇
v

v
为例 设有一正电荷 q 位于O′点 并随Σ′系运动

在Σ′中 q 是静止的 故: re
r

q
E ′′

=′ vv
2

04πε
 , 0=′B

v

于是 方程
t

B
E

′∂
′∂

−=′×∇′
r

v
成立

  将 re
r

q
E ′′

=′ vv
2

04πε
写成直角分量形式;
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由伽利略变换关系有

在Σ中

+
++−

+
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−
= yx e

zyvtx

y
e

zyvtx

vtxq
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vvv
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            ])()( zy eyvtxevtxz
vv −−++−+

     可见 E
v

×∇ 不恒为零

又在Σ系中观察 q 以速度 v xe
v

运动 故产生电流 xeqvJ
vv

=

   于是有磁场
R

qv
B

π
µ
2

0=  R 是场点到 x 轴的距离

此时 有 0=
∂
∂
t

B
v

于是  
t

B
E

∂
∂

−≠×∇
v

v

故麦克斯韦方程在伽利略变换下不是协变的

2  设有两根互相平行的尺 在各自静止的参考系中的长度均为 0l 它们以相同的速率 v 相

对于某一参考系运动 但运动方向相反 且平行于尺子 求站在一根尺子上测量另一根

尺子的长度

解 根据相对论速度交换公式 可得
′Σ 2 系

相对于
′Σ1 的速度大小是

                   

2
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2

c

v

v
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+
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   ∴在
′Σ1 系中测量

′Σ 2 系中静长为 0l 的

尺子的长度为
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  即得
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c

v
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v

ll
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−
= 此即是在

′Σ1 系中观测到的相对于
′Σ 2 静止的尺子的长度

3  静止长度为 0l 的车厢 以速度 v 相对于地面 s 运行 车厢的后壁以速度 0u 向前推出一

个小球 求地面观测者看到小球从后壁到前壁的时间

解 根据题意 取地面为参考系 S 车厢为参考系 S ′
  于是相对于地面参考系 S

       车长  
2

2

0 1
c

v
ll −=     车速  v    球速
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   故在地面参考系 S 中观察 小球在此后 由车后壁到车前壁
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4.一辆以速度 v 运动的列车上的观察者 在经过某一高大建筑物时 看见其避雷针上跳起

一脉冲电火花 电光迅速传播 先后照亮了铁路沿线上的两铁塔 求列车上观察者看到的

两铁塔被电光照亮的时间差 设建筑物及两铁塔都在一直线上 与列车前进方向一致 铁

塔到建筑物的地面距离已知都是 0l

解 由题意 得右示意图 取地面为静止的参考系Σ 列车为运动的参考系Σ′
   取 x 轴与 x′轴平行同向 与列车车速方向一致 令 0=t 时刻为列车经过建筑物时 并

令此处为Σ系与Σ′的原点 如图

   在Σ系中 光经过
c

l
t 0= 的时间后 同时照亮左右两塔

   但在Σ′系中 观察两塔的位置为
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  时间差为
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5. 有一光源 S 与接收器 R 相对静止 距离为 l S R 装置浸在均匀无限的液体介质 静

止折射率 n 中 试对下列三种情况计算光源发出讯号到接收器收到讯号所经历的时间

1  液体介质相对于 S R 装置静止

2  液体沿着 S R 连线方向以速度 v 运动

3  液体垂直于 S R 连线方向以速度 v 运动

解 1 液体介质相对于 S R 装置静止时

           
c

nl
t 0
1 =∆

2  液体沿着 S R 连线方向以速度 v 运动

取固着于介质的参考系Σ′ Σ′系沿 x 轴以速度 v 运动 在Σ′系中测得光速在

各个方向上均是
n

c

由速度变换关系得在Σ系中 沿介质运动方向的光速

       

cn

v

v
n

c

v
+

+
=′

1

∴R 接收到讯号的时间为  

v
n

c

l
cn

v

t
+

+
=∆

0

2

)1(

3  液体垂直于 S R 连线方向以速度 v 运动

同 2 中取相对于 S-R 装置静止的参考系为Σ系 相对于介质静止的系为Σ′
系 如下建立坐标
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可见 vux −=′
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∴在Σ系中 测得 y 方向上的速度
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6. 在坐标系Σ中有两个物体都以速度 u 沿 x 轴运动 在Σ系看来 它们一直保持距离 l 不

变 今有一观察者以速度 v 沿 x 轴运动 他看到这两个物体的距离是多少

解 根据题意  Σ′系 取固着于观察者上的参考系

又取固着于 A B 两物体的参考系为Σ ′′系

在Σ中 A,B 以速度 u 沿 x 轴运动 相距为 l 在Σ ′′系中 A B 静止相距为 0l 有
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又Σ′系相对于Σ以速度 v 沿 x 轴运动 Σ ′′系相对于Σ系以速度 u 沿 x 轴运动

 由速度合成公式 Σ ′′系相对于Σ′系以速度
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     ∴在Σ′系中看到两物体相距
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7. 一把直尺相对于Σ系静止 直尺与 x 轴交角θ 今有一观察者以速度 v 沿 x 轴运动 他

看到直尺与 x 轴交角θ ′有何变化
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y’

o x’xo’ s
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v′

Rvux −=′v
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解 取固着于观察者上的参考系为Σ′

在Σ系中  θcosllx =   θsinll y =

在Σ′系中  
2

2

2

2

1cos1
c

v
l

c

v
ll xx −=−=′ θ

            θsinlll yy ==′
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8. 两个惯性系Σ和Σ′中各放置若干时钟 同一惯性系的诸时钟同步 Σ′相对于Σ以速度

v 沿 x 轴运动 设两系原点相遇时 000 =′= tt 问处于Σ系中某点 x y z 处的时钟

与Σ′系中何处时钟相遇时 指示的时刻相同 读数是多少

解 根据变换关系 得
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设Σ系中 ),,,( tzyxP 处的时钟与Σ′系中 ),,,( tzyxQ ′′′′ 处时钟相遇时 指示时间相同

        ∴在 4 式中 有 tt ′= 解得 )11(
2

22

c

v
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v

c
x −−= 代入 1 式

      得 x
c

v
t

v

c
x −=−−−=′ )11(

2

22

相遇时 )11(

11(
2

2

2

22 c
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   即为时钟指示的时刻

9 火箭由静止状态加速到 cv 9999.0= 设瞬时惯性系上加速度为
220 −⋅= smv&

v
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照静止系的时钟和按火箭内的时钟加速火箭各需要多少时间

解 1 在静止系中 加速火箭

   令静止系为Σ系 瞬时惯性系为Σ′系 且其相对于Σ系的速度为 u 可知 uvv
v&vv ,, 同向

并令此方向为 x 轴方向

   由 x 轴向上的速度合成有

          

2
1
c

uv
uv

v
+

+′
=         v′是火箭相对于Σ′系的速度

∴在Σ系中 加速度为 
3
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本题中
220 −⋅=′ sma 而Σ′系相对于火箭瞬时静止 0, =′=∴ vvu
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2
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c
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0

9999.0

0 2
3

2
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)1(

 得      5.47
9999.0100

=
′

=
a

c
t 年

10 一平面镜以速度 v 自左向右运动 一束频率为 0ω 与水平线成 0θ 夹角的平面光波自

左向右入射到镜面上 求反射光波的频率ω及反射角θ 垂直入射的情况如何

解 1 平面镜水平放置 取相对于平面镜静止的参考系为Σ′系 取静止系为Σ系 并令

入射光线在平面 xoy 内

在Σ系中 有

         入射光线 000 ,0,sin,cos ωωθθ ==== iiziyix kkkkk

由变换关系 得Σ′系中的入射光线
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在Σ′系中 平面镜静止 由反射定律可得 反射光线满足
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sin);cos(
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0020
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θωθν
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c

v
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代入逆变换关系 得Σ系中的反射光线满足

        0002020 cos)]cos()cos([ θθωνωθνν kvk
c

v

c

v
kkrx =−+−=

        0sinθkkry =

        0=rzk

        000020 )]cos()cos([ ωθωνωθννω =−+−= vk
c

v
kvr

∴在Σ系中观察到  入射角 =− 02
θπ

反射角 0ωωω == ri

若垂直入射
20

πθ = 以上结论不变

3  镜面垂直于运动方向放置 同 1 选择参考系 并建立相应坐标系

 在Σ系中 入射光线满足 000 ,0,sin,cos ωωθθ ==−=−= iiziyix kkkkk

由变换关系 得Σ′系中的入射光线

           















+=−−=′
=′

−=′

−−=′

)cos()]cos([

0

sin

)cos(

0000

0

020

θωνθωνω

θ

ωθν

vkkv

k

kk

c

v
kk

i

iz

iy

ix

在Σ′系中 平面镜静止 由反射定律可得 反射光线满足

        

)cos(;0

sin);cos()cos(

00

0020020

θωνω

θωθνωθν

vkk

kk
c

v
k

c

v
kk

rrz

ryrx

+=′=′

−=′+=−−−=′

代入逆变换关系 得Σ系中的反射光线满足
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        )]cos()cos([ 002020 θωνωθνν vk
c

v

c

v
kkrx +++=

        0sinθkkry −=

        0=rzk

        )]cos()cos([ 00020 θωνωθννω vk
c

v
kvr +++=

其中 .0

c
k

ω
= 并令

c

v
=β

∴反射光满足  反射角  
)]cos1()cos[(

sin

00
2

0

θββθβν
θ

θ
+++

==
rx

ry

k

k
tg

          反射光频率 )]cos()cos1[( 000
2 θββθβωνω +++=

如果垂直入射 00 =θ 于是 Σ系中会观察到 0== ri θθ

                                            反射光频率
2

0
2 )1( βωνω +=

11. 在洛仑兹变换中 若定义快度 y 为 β=ytanh

1  证明洛仑兹变换矩阵可写为

   



















−

=

chyishy

ishychy

a

00

0100

0010

00

µν

2 对应的速度合成公式
ββ
βββ
′′′+
′′+′

=
1

可用快度表示为 yyy ′′+′=

证明 1



















−

=

γβγ

βγγ

µν

00

0100

0010

00

i

i

a
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其中
22

2
22

2

2 )()()(1

1

)(1

1

1

1

1

1

shychy

chy

chy

shythy

c

−
=

−
=

−
=

−
=

−

=
βω

γ

1
22

)()(
22

22 =






 −
−







 +
=−

−− xxxx eeee
shychyQ

chy=∴γ

又 shychythy =⋅=βγ



















−

=∴

chyishy

ishychy

a

00

0100

0010

00

µν

2  速度合成公式  
ββ
βββ
′′′+
′′+′

=
1

 可写为 
ythyth

ythyth
thy

′′′+
′′+′

=
1

由定义 
1

1
,

1

1
2

2

2

2

+
−

=′′
+
−′

′′

′′

′

′

y

y

y

y

e

e
yth

e

e
yth

得 )(
1

1

1 )(2

)(2

yyth
e

e

ythyth

ythyth
yy

yy

′′+′=
+
−

=
′′′+
′′+′

′′+′

′′+′

yyyyyththy ′′+′=′′+′=∴ ),(

12. 电偶极子 0P
v
以速度 v

v
作匀速运动 求它产生得电磁势和场 BEA

vvv
,,,ϕ

解 选随动坐标系Σ′ vP
vv

⊥0

在Σ′系中 0P
v
产生的电磁势 0,~

~

4

1
3

0

0

=
⋅

=′ A
R

RP v
vv

πε
ϕ
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电磁场 0],~~

~
)

~
(3

[
4

1
3

0

5

0

0

=′−
⋅

=′ B
R

P

R

RRP
E

v
vvvv

v

πε

 四维势 ),( ϕµ c

i
AA
v

= 由逆变换
′= νµνµ AaA

得





















′















 −

=





















ϕγβγ

βγγ

ϕ
ci

i

c

i
A

A

A

z

y

x

1
0

0

0

00

0100

0010

00

Σ 系中 电磁势  
3

0

0
~

~

4 R

RP
vv

⋅
=′=

πε
γϕγϕ

                 ϕϕγϕβγ
22 c

v
e

c

v
e

c
eAA xxxx

v
vvvv
=′=′==

电磁场 平行平行 EE ′
vv

, ⊥⊥⊥ ′=′×′ EBvEE
vvvvv

γγ )

        0=平行平行 BB
vr

, ⊥⊥⊥⊥ ×=′×=′×+′= E
c

v
E

c

v
E

c

v
BB e

vvvvvvrv
222

)()( γγ

由坐标变换 νµνµ xax =′  得





































−

=



















′
′
′
′

ict

z

y

x

i

i

tic

z

y

x

γβγ

βγγ

00

0100

0010

00









=′
=′

−=′

∴
zz

yy

tvxx γγ

取 t=0 得 








=′
=′
=′

zz

yy

xx γ
    ).,,(),,(

~
zyxzyxR γ=′′′=∴

v
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13. 设在参考系Σ内 BE
vv

⊥ Σ′系沿 BE
vv

× 的方向运动 问Σ′系应以什么样的速度相对

于Σ系运动才能使其中只有电场或只有磁场

解 如图 Σ′系以 v
v
沿 x 轴方向相对于Σ系运动

  由电磁场变换公式

      平行平行 0EE
vv

=′   )() BvEBvEE
vvvvvvv

×+=×′ ⊥⊥ γγ

      0==′
平行平行 BB
rv

 )()(
22
E

c

v
BE

c

v
BB

vvvvvvv
×−=×−=′ ⊥⊥ γγ

令 0=⊥E
v

则 0=×+ BvE
vvv

 两边同时叉乘B
v
并利用矢量分析公式 得

        )(
1

2
BE

B
v

vvv ×= , 取模 
B

E

B

E
v v

v

==

 cv <Q      BcE
vv

<∴

即若 BE
vv

< 则当 )(
1

2
BE

B
v

vvv ×= 时 0=′E
v

同理 令 0=′⊥B
v

则 0
2

=×− E
c

v
B

vvv

两边同时叉乘E
v
并利用矢量分析公式 得

        )(
2

2

BE
E

c
v

vvv ×=    取模 
E

B
cB

E

c
v v

v
2

2

==

cv <Q     BcE
vv

>∴

即若 BcE
vv

> 则当 )(
2

2

BE
E

c
v

vvv ×= 时 0=′B
v

14 做匀速运动的点电荷所产生的电场在运动方向发生 压缩 这时在电荷的运动方向上

电场E
v
与库仑场相比较会发生减弱 如何理解这一减弱与变换公式 平行平行 EE ′ 的关系

解 设点电荷 e 以速度v
v
沿Σ系 x 轴方向运动 选Σ′系为 e 的随动系

 在Σ′系中
3

04 r

xe
E

′
′

′
πε平行 为库仑场

由变换 平行平行 EE ′ 得 
3

04 r

xe
E

′
′

=
πε平行 此场在Σ系中并非静电库仑场
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由坐标变换









=′
=′
=′

zz

yy

xx γ

得   02

2

3
0

2

2

)1(
4

)1( E
c

v

r

ex

c

v
E −=−=

πε平行 0E 为Σ系中库仑场

当 cv ≈ 时 0EE <<平行  压缩

15 有 一 沿 z 轴 方 向 螺 旋 进 动 的 静 磁 场 )sin(cos0 ymxm ezkezkBB
vvvv

+= 其 中

m
mk λ

π2= mλ 为磁场周期长度 现有一沿 z 轴以速度 cv β= 运动的惯性系 求在该惯

性系中观察到的电磁场 证明当 1≅β 时 该电磁场类似于一列频率为 mckβγ ⋅ 的圆偏振

电磁波

解 由电磁场变换式 在Σ′系中

     0==′
平行平行 EE
vv

     )sin(cos)( 0 ymxmz ezkezkBecBvBvEE
vvvvvrvvv

+×=×=×+=′ ⊥⊥ γβγγ

        )cossin(0 ymxm ezkezkBc
vvv

+−= γβ

     0平行平行 BB
vv

=′

     )sin(cos) 02 ymxm ezkezkBBE
c

v
BB

vvrvvvvv
+==×′ ⊥⊥⊥ γγγ

∴在该惯性系中观察到的电磁场为;

        )cossin(0 ymxm ezkezkBcE
vvvv

+−=′ γβ

           ymxm ezkezkBc
vvv

)
2

sin()
2

[cos(0

ππγβ +++=

        )sin(cos0 ymxm ezkezkBB
vvrr

+=′ γ

当 1≈β  时 cv ≈ cvc
B

E
BEeBeE zz ≈==

′

′
′⊥′−⊥′−⊥′ βv

v
vvvvvr

Q ,),(),(

     ∴该电磁场类似于一列真空中的圆偏振平面电磁波

由四维矢量 ),(
c
ikk
ω

µ

v
= 的变换关系得 νµνµ kak =′

     mzyyxxmzz ckvkkkkkk
c

v
kk βωγωγωγ −=−=′==′==′=−=′ )(,0,0,)(

2
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∴该圆偏振电磁波的频率为 mckβγ ⋅

16 有一无限长均匀带电直线 在其静止参考系中线电荷密度为 λ 该线电荷以速度

cv β= 沿自身长度匀速移动 在与直线相距为 d 的地方有一以同样速度平行于直线运动的

点电荷 e 分别用下列两种方法求出作用在电荷上的力

a  在直线静止系中确定力 然后用四维力变换公式

 (b)   直接计算线电荷和线电流作用在运动电荷上的电磁力

解 a 在直线静止系中 由高斯定理 d 处的电场强度为 red
E

vv

02πε
λ

=′ 取 zr ee
vv =

磁场 0=′B
v

. e 受力 red

e
EeBvEeF

vvvvvv

02
)(

πε
λ

=′=′×+′=′

由四维矢量公式 e 受到的四维力矢量为 ),(),( vF
c

i
Fvk

c

i
kk

vvvvvv
′⋅′′=′⋅′′=′ γγµ 其中 0=′vv

1

1

1

2

2
=

′
−

=′

c

v
γ  v

v′为 e 相对于直线静止的速度

)0,
2

,0,0()0,(
0d

e
Fk

πε
λ

µ =′=′∴
v

根据四维力矢量的变换关系 νµνµ kak ′= 得





































 −

=





















0
2

0

0

00

0100

0010

00

0d

e

i

i

k

k

k

k

z

y

x

πε
λ

γβγ

βγγ

ϕ

 rzyx e
d

e
K

d

e
kkkk

vv

00 2
,

2
,0

πε
λ

πε
λ

ϕ =====∴

∴e 受力 red

e
K

c

v
F

vvv

γπε
λ

0
2

2

2
1 =−=

b 在直线静止系中 电流密度四维矢量 ),( ρµ ′′=′ icJJ
v

0=′J
v

设直线截面面积为 S 设不变 则
S

λρ =′

),0,0,0(
S

icJ
λ

µ =′ 由变换公式 νµνµ JaJ ′= 得
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















 −

=



















γβγ

βγγ

ρ 00

0100

0010

00

i

i

ic

J

J

J

z

y

x

 
S

JJ
S

cJ zyx

λγρπγβ ====∴ ,0,

),0,0,(
SS

cJ
λγλγβµ =∴

在 O xyz 系中 线电荷密度为γλ 电流为 γλβcI = 流向沿 x 轴方向

由高斯定理 e 处场强为 red
E

vv

02πε
γλ

=  取 zr ee
vv =

由安培环路定律得 e 处磁感应强度为 yed

I
B

vv

π
µ
2

0−=

∴e 所受的洛仑兹力为 rr e
d

Iev
e

d

e
BvEeF

vvvvvv

π
µ

πε
γλ

22
)( 0

0

−=×+=

                      rr e
d

e
e

c

v

d

e rv

γπε
λ

πε
γλ

0
2

2

0 2
)1(

2
=−=

17. 质量为 M 的静止粒子衰变为两个粒子 21 mm和 求粒子 1m 的动量和能量

解 衰变前粒子的动量为 0=pv 能量为 2Mcw = 衰变后设两粒子动量为 21 , pp
vv

能

量分别为
42

2
22

22
42

1
22

11 , cmcpwcmcpw +=+=

由动量守恒和能量守恒得

          021 ==+ ppp
vvv

         1

          242
2

22
2

42
1

22
1 Mccmcpcmcp =+++      2

由 1 得 ppp == 21

vv
代入 2 解得

])(][)([
2

2
21

22
21

2
21 mmMmmM

M

c
ppp −−+−===

粒子 1m 的能量为 ][
2

2
2

2
1

2
2

42
1

22
11 mmM

M

c
cmcpE −+=+=

18. 已知某一粒子 m 衰变成质量为 21 mm和 动量为 1p 和 2p 两者方向夹角为θ 的两个
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粒子 求该粒子的质量 m

解 由 ppp
vvv =+ 21  动量守恒得

       θcos2 21
2
2

2
1

2 ppppp ++=        1 p
v
为 m 的动量

由能量守恒   42
2

22
2

42
1

22
1

4222 cmcpcmcpcmcp +++=+     2

1  代入 2 得

         ]cos))(([
2

21
22

2
2
2

22
1

2
12

2
2

2
1

2 θppcmpcmp
c

mmm −++++=

19. 1 设 E 和 p
v
是粒子体系在实验室参考系Σ中的总能量和总动量 p

v
与 x 轴方向夹

角为θ 证明在另一参考系Σ′ 相对于Σ以速度 v 沿 x 轴方向运动 中的粒子体系总能

量和总动量满足

      ),( c
Epp xx
βγ −=′  ),( xpcEE βγ −=′  

)(cos

sin

cpE
tg

βθγ
θ

θ
−

=′

2  某光源发出的光束在两个惯性系中与 x 轴的夹角分别为θ 和θ ′ 证明

         
θβ
βθθ

cos1

cos
cos

−
−

=′  
)cos1(

sin
sin

θβγ
θθ

−
=′

3  考虑在Σ系内立体角为 φθddd cos=Ω 的光束 证明当变换到另一惯性系Σ′时 立

体角变为   
22 )cos1( θβγ −

Ω
=Ω′

d
d

证明 1

     四维动量矢量 ),( E
c

i
pp
v=µ 满足洛仑兹变换

           
















−=−=′
=′

=′

−=
−

−
=′

)()(

)(
1 22

2

xx

xx

yy

x

x

x

pcEvpEE

pp

pp

c

E
p

cv

c

E
vp

p

βγγ

βγ

在Σ′系中 p
v ′与 x 轴的夹角θ ′满足

)(cos

sin

)cos(

sin

cpE
c

E
p

p

p

p
tg

x

y

βθγ
θ

βθγ

θθ
−

=
−

=
′

′
=′
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2 四维波矢量 ),(
c
ikk
ω

µ

v
=

  对沿 x 轴方向的特殊洛仑兹变换有

          














−=′
=′
=′

−=′

)(

)(

33

22

211

vk

kk

kk
c

v
kk

ωγω

ωγ

  *

在两个惯性系中有

     θω
cos1 c

k = θω ′
′

=′ cos1 c
k

代入 * 式得

     
θβ
βθ

θ

θ
θθωγω

cos1

cos

cos1

cos
cos),cos1(

−
−

=
−

−
=′−=′

c

v
c

v

c

v

     
)cos1(

sin

cos1

sin1
sco1sin

22
2

θβγ
θ

θ

θ
θ

−
=

−

−
=′−=′

c

v

cv

3 在另一个惯性系中 φθ ′′=Ω′ ddd cos

对沿 x 轴方向得特殊洛仑兹变换有
θβ
βθθ

cos1

cos
cos

−
−

=′ 2 中已证 且

φφ dd =′
222

2

)cos1(

cos

)cos1(

cos)1(
)

cos1

cos
(cos

θβγ
θ

θβ
θβ

θβ
βθθ

−
=

−
−

=
−

−
=′∴

dd
dd

22 )cos1(
cos

θβγ
φθ

−
Ω

=′′=Ω′∴
d

ddd

20. 考虑一个质量为 1m 能量为 1E 的粒子射向另一质量为 2m 的静止粒子的体系 通常在

高能物理中 选择质心参考系有许多方便之处 在该参考系中 总动量为零

1  求质心系相对于实验室系的速度 cβ

2  求质心系中每个粒子的动量 能量和总能量

3  已知电子静止质量 MeVcme 511.02 = 北京正负电子对撞机 BEPC 的设计

能量为 2 2.2GeV(1GeV=103MeV).估计一下若用单束电子入射于静止靶 要用

多大的能量才能达到与对撞机相同的相对运动能量

解 (1)设质心系中两粒子动量分别为 21 , pp
vv ′′ 且 021 =′+′ pp

vv
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能量为 42
2

22
2

2
2

42
1

22
1

2
1 , cmcpEcmcpE +′=′+′=′

实验室系中  0,0 12 ≠= pp

             42
2

2
2

42
1

22
1

2
1 , cmEcmcpE =+=

由特殊洛仑兹变换得

22

121

1
1 c

E
c

p
p

c

c

β

β

−

′+′
=   1

22

11
1

1 c

pE
E

c

c

β

β

−

′+′
=   2

 
22

222

2
1 c

E
c

p
p

c

c

β

β

−

′+′
=   3

22

22
2

1 c

pE
E

c

c

β

β

−

′+′
=   4

1 3 得 )( 2121 EE
c

p c ′+′=
β

γ

 2 4 得  )( 2121 EEEE ′+′=+ γ

  )( 2121 EE
c

p c +=∴
β

c
cmE

cmE

EE

cp
c 2

21

42
1

2
1

21

2
1

+

+
=

+
=∴β 为质心系相对于实验室系的速度 cβ

2
Mc

cmEm
p

42
1

2
12

1

−
=′v   12 pp

vr ′=′

M

Emcm
cmcpE 12

22
142

1
22

11

+
=+′=′∴

M

cmEm
cmcpE

22
21242

2
22

22

+
=+′=′

总能量 
M

Emcmm
EEE 12

22
2

2
1

21

2)( ++
=′+′=′ 其中

2
12

42
2

42
1

42 2 cEmcmcmcM ++=

4  实验室系中

)](,()](,[ 212121 EE
c

i
pEE

c

i
ppp +=++= vvv

µ

质心系中 ]2,0[)](,[ 12121 E
c

i
EE

c

i
ppp ′=′+′′+′=′ vr

ν

由不变量 ννµµ pppp ′=′

  得
2

121 4
1

2 E
c

Eme ′−=−
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     GeV
cm

E
E

e

4

2

2
1

1 109.1
2

×=
′

=∴

21. 电荷为 e 质量为 m 的粒子在均匀电场E
v
内运动 初速度为零 试确定粒子的运动轨

迹与时间的关系 并研究非相对论情况

解 1 相对论情况

   力学方程为

2

2

1

,

c

v

vm
PEe

dt

Pd

−

==
vvv

v

分量式为 eE
dt

dP

dt

dP

dt

dP zyx === ,0,0

由题意 0== yx PP 当 0=t 时 0=zP eEtPz =∴

粒子能量
4222242224222

2

2

2

1

cmcEecmcPcmcP

c

v

mc
w z +=+=+=

−

=

由
42222

2

2

2

2
1

cmcEe

teEc

c
w
P

c
v

m
P

dt

dP zzz

+
==

−

=

设粒子从 z 0 运动 则

     ][
1 242222

0 42222

2

mccmcEe
eEcmcEe

tdteEc
z

t
−+=

+
= ∫

       ]1)(1[ 2
2

−+= t
mc

eE

eE

mc

2 非相对论情况

  力学方程 vmP
dt

Pd
Ee

vv
v

v
== ,

分量式 eE
dt

dP

dt

dP

dt

dP zyx === ,0,0

由题意 0== yx PP 当 0=t 时 0=zP eEtPz =∴

由
m

eEt

m

P

dt

dP zz == 设粒子从 z 0 运动 则
2

0 2
t

m

eE
tdt

m

eE
z

t
== ∫
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22.利用洛仑兹变换 试确定粒子在互相垂直的均匀电场 xeE
v

和磁场 )( cBEeB y >v
内的运动

规律 设粒子初速度为零

解 设Σ′系 zyxo ′′′−′ 以u
v
沿 z 轴运动 t 0 时 oo ,′ 重合

  cBE >Q

  ∴当 BE
E

c
u

vvv ×=
2

2

时 在Σ′内 0=′B
v

  此时 0平行平行 EE
vv

′ )()( BuEBuEE uu

vvvvvvv
×+=×+=′ ⊥⊥ γγ

                            
u

uu

E

c

u
EE

E

B
cE

γ
γγ

v
vvv

=−=−= )1()(
2

2

2

2
2

     即
u

E
E

γ

v
v
=′

由 21 题结果 粒子 e 在Σ′系中的运动轨迹与时间的关系为

       0,0],1)(1[ 2
2

=′=′−′
′

+
′

=′ zyt
mc

Ee

Ee

mc
x

由洛仑兹变换 



















′
′
′
′

















 −

=



















tic

y

x

z

i

i

ict

y

x

z

uu

uu

γβγ

βγγ

00

0100

0010

00

得











′=
=′=

′=
=′+′=

tt

yy

xx

uttczz

u

uu

γ

γβγ

0

∴e 在互相垂直得均匀电磁场中的运动规律为

     ,,0],1)(1[ 2

2

2

utzyt
mc

eE

eE

mc
x

u

u ==−+=
γ

γ
 其中 

2

2

2

1

1
,

c

u
B

E

c
u u

−

== γ

23. 已知 t 0 时点电荷 1q 位于原点 2q 静止于 y 轴 )0,,0( 0y 上 1q 以速度 v 沿 x 轴匀速

运动 试分别求出 1q 2q 各自所受的力 如何解释两力不是等值反向

解 选参考系Σ′固定在粒子 1q 上 在Σ′系观察时 粒子静止 只有静电场 电磁场强度
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为 0,
4

13
0

1 =′
′
′

=′ B
r

xe
E

vvv

πε

在Σ系中观察 1q 以速度 v
v
沿 x 轴方向运动 由速度变换关系得

         ,
4 3

0

1
r

xe
E x ′

′
=

πε
 

3
0

1
4 r

xe
E y ′

′
=

πε
γ  

3
0

1
4 r

ze
E z ′

′
=

πε
γ

         01 =xB     
3

0
21

4 r

ze

c

v
B y ′

′
−=

πε
γ  

3
0

21
4 r

ye

c

v
B z ′

′
=

πε
γ

   

2

3
222

0

2
1

])()1[(4

)1(

c

xv
r

xe
E vv

vv

⋅
+−

−=∴
βπε

γ  
c

Ev
B 1

1

vvv ×
=

在 2q 处
2

1
12

0
2

0

1
1 ,

14 c

Ev
B

y

eq
E y

vvv
v

v ×
=

−
=

βπε

2q 受力
2
0

2
0

21
11212

14
)0(

y

eqq
BEqF y

βπε −
=×+=

v
vvvv

同理 2q 产生场 0,
4

23
0

2
2 == B

r

xq
E

vvv

πε

   在 1q 处 0,
4

22
00

2
2 =−= B

y

eq
E y v

v
v

πε

1q∴ 受力 
2
00

21
2121

4
)(

y

eqq
BvEqF y

πε

v
vvvv

−=×+=

24. 试比较下列两种情况下两个电荷的相互作用力 1 两个静止电荷 q 位于 y 轴上相距

为 l 2 两个电荷都以相同的速度v
v
平行于 x 轴匀速运动

解 1 此属于静电场情况 两电荷之间的静电库仑为

       
2

0

2

4 l

q
F

πε
= 为排斥力

由上题求得 原点处 q 在 y l 处产生的电磁场为

      
22

0 14 l

eq
E y

βπε −
=

v
v

 zevE
cc

Ev
B

v
vvv

22

1
=

×
=

y l 处 q 受洛仑兹力为
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2

0

22
2

2 4

1
)1()(

l

eq
EqevvE

c

q
EqBvEqF y

z πε
β

β
v

vvvvvvvv −
=−=×+=×+=

  
2

0

2

4 l

q
F

πε
<

v

25. 频率为ω的光子 能量为 ωh 动量为 k
v

h 碰在静止的电子上 试证明

1  电子不可能吸收光子 否则能量和动量守恒定律不能满足

2  电子可以散射这个光子 散射后光子频率ω′比散射前光子频率ω小 不同于经典理

论中散射光频率不变的结论

证明 1 设电子可以吸收这个光子 反应后它的动量为 p
v

反应前光子能量 ωh 电子

能量
2cme 反应后能量为 2242 cpcme +

  由动量守恒 pk
vv

h =        pk =∴h         1

能量守恒 22422 cpcmcm ee +=+ωh          2

1  式代入 2 式得

       2422422 )()( ωω hhh +=+=+ cmkccmcm eee

    02 2 =∴ cmeωh  显然此式不成立 所以电子不可能吸收光子 否则能量和动量守

恒定律不能满足

2) 电子可散射这个光子 散射后的频率为ω′ 电子的动量变为 p
v

由动量守恒定律得    pkk
vv

h
v

h +′=

      θcos2)()( 2222 kkkkp ′−′+=∴ hhh

由能量守恒定律得    ωω ′++=+ hh 22422 cpcmcm ee

     22242)( cmcpcm ee −+=′−∴ ωωh

 0>pQ     0)( >′−∴ ωωh 即 ωω ′> 散射后频率降低

26. 动量为 k
v

h 能量为 ωh 的光子撞在静止的电子上 散射到与入射方向夹角为θ 的方向

上 证明散射光子的频率变换量为
2

sin
2 2

2
0

θωωωω ′=′−
cm

h
亦即散射光波长
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2
sin

4 2

0

θπλλ
cm

h
+=′ λ为散射前光子波长 k

π2
0m 为电子的静止质量

解 设碰撞后 光子动量变为 k
v

h ′ 能量变为 ω′h 电子碰撞后动量为 p
v

能量为

42
0

22 cmcpw +=  四维动量 ),( ωµ c

i
pp
v=

由碰撞前后动量守恒得 21 µµ pp =

   






++′=+

+′=

)2(,

)1(,

42
0

222
0 cmcpcm

pkk

ωω hh

vv
h

v
h

对 1 式 由余弦定理 θcos2)()( 2222 kkkkp ′−′+= hhh

                          θωωωω
cos2

2

2

2

22

2

2

ccc

′
−+= h

hh

代入 2 式得
2

0
42

0
222 cos2)()( cmcm −+′−′+=′− θωωωωωω hhhhh

平方整理得

           
2

sin
2 2

2
0

θωωωω
cm

′
=′−

h

代入
λ
πω

λ
πω

′
=′=

cc 2
,

2
得 

2
sin

4 2

0

θπλλ
cm

h
+=′

27. 一个总质量为 0M 的激发原子 对所选定的坐标系静止 它在跃迁到能量比之低 w∆ 的

基态时 发射一个光子 能量为 ωh 动量为 k
v

h 同时受到光子的反冲 因此光子的频

率不能正好是
h

w∆
=ν 而要略小一些 证明这个频率 )

2
1(

2
0cM

w

h

w ∆
−

∆
=ν

证明 设基态原子静止质量为 1M 跃迁后基态原子反冲动量为 p
v

 跃迁前四维动量为  ),0( 2
01 cMp =µ

跃迁后四维动量为 ),( 42
1

22
2 cMcpkpp +++= ωµ h

v
h

v

由四维动量守恒






++=

=+

)2(,

)1(,0

42
1

222
0 cMcpcM

kp

ωh

v
h

r
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由 1 得
c

kp
ω

hh ==        2222 ωh=∴ cp   3

又 wcMcM ∆=− 2
1

2
0         22

0
42

1 )( wcMcM ∆−=∴   4

3 (4)代入 2 得
22

0
2222

0 )()( wcMcM ∆−+=− ωω hh

整理得 22
0

2
0

2
0 222 wwcMhcMcM ∆−∆== νωh

   ∴光子频率 )
2

1(
2

0cM

w

h

w ∆
−

∆
=ν

28. 一个处于基态的原子 吸收能量为 νh 的光子跃迁到激发态 基态能量比激发态能量低

w∆ 求光子的频率

解 设原子基态静止质量为 1M 激发态静止质量为 0M 光子能量为 ων h=h 动量为

k
v

h 原子吸收光子后动量为 p
v

设原子基态时静止

   吸收前四维动量为 ),( 2
11 ωµ h

v
h += cMkp

   吸收后四维动量为 ),( 42
0

22
2 cMcppp += v

µ

由四维动量守恒






+=+

=

)2(,

)1(,

42
1

222
1 cMcpcM

kp

ωh

v
h

r

由 1 得 
c

kp
ω

hh == 得 2222 ωh=cp   3

 又 wcMcM ∆=− 2
1

2
0    得 22

1
42

0 )( wcMcM ∆+=   4

3 (4)代入 2 得
22

1
2222

1 )()( wcMcM ∆++=+ ωω hh

整理得 22
1

2
1

2
1 222 wwcMhcMcM ∆+∆== νωh

   ∴光子频率 )
2

1(
2

1cM

w

h

w ∆
+

∆
=ν
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